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Des  différence*  et  de*  *érle*. 

On  calcul  direct  des  différences. 

373.  Dans  le  Calcul  difTércntiel,  on  n’a  fait  varier  les  fonc- 
tions que  pour  considérer  la  forme  des  termes  de  leur  déve- 
loppement, ou  les  limites  des  rapports  de  leurs  accroissements 
à ceux  des  variables  dont  elles  dépendent,  mais  sans  avoir 
aucun  égard  aux  valeurs  de  ces  accroissements.  Cette  recherche 
ne  portait  que  sur  de  nouvelles  fonctions  dérivées  de  la  pre- 
mière, et  non  pas  sur  les  valeurs  numériques  de  ses  accrois- 
sements ; mais  l’examen  de  ces  valeurs  a montré  que,  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  elles  suivent  des  lois  plus  simples  que 
celle  de  la  fonction  elle-même,  ou  au  moins  qu’elles  forment 
souvent  des  suites  décroissantes  qui  se  prêtent  plus  aisément 
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aux  approximations,  ét  auxquelles  par  conséquent  ii  peut  être 
iiliic  de  ramener  les  quantités  primitives.  C’est  sous  ce  point 
de  vue  qu'on  s’est  d’abord  occupé  à.\i- Calcul  aux  différences 
proprement  dit. 

On  lui  a donné  le  nom  de  Calcul  aux  différences  finies, 
pour  le  distinguer  du  Calcul  aux  différences  infiniment  petites; 
mais  ia  dénomination  de  Calcul  différentiel,  exclusivement 
affectée  à ce  dernier,  etmotivée  comme  on  l’a  vu  (5), prévenant 
toute  équivoque,  il  n’est  pas  nécessaire  d’ajouter  l’épithète 
finies  aux  différences,  qui  ne  sauraient  être  confondues  avec 
les  différentielles. 

Le  but  du  Calcul  direct  aux  différences  est  donc  de  déter- 
miner les  accroissements  en  eux-mémes,  en  les  déduisant,  non- 
seulement  de  l’expression  analytique  des  fonctions,  mais  aussi 
de  leurs  valeurs  numériques  ou  particulières,  lorsque  l'expres- 
sion analytique  manque  ou  serait  trop  compliquée. 

374.  En  examinant  la  marche  des  séries  formées  par  les 
carrés  et  ies  cubes  des  termes  de  la  suite  natureiie  des  nom- 
bres, on  tombe  déjà  sur  des  propriétés  remarquables  et  utiles 
des  différences,  ainsique  le  montrera  l’explication  des  tableaux 
ci-dessous. 


c.tnnts. 

dieféhkncf.  i’’®. 

DIFFCRfi^CF.  2®.  j 

1 

4 

3 

9 

■ 5 

2 

i6 

7 

2 

25 

9 

2 

36 

1 1 

2 

49 

i3 

2 

etc. 

etc. 

etc. 
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CEDES. 

DIFrÉRE.XCB 

Dirr^REXct  î’. 

DIFrfRERCK  B*. 

1 

8 

7 

27 

'9 

12 

64  • 

37 

18 

6 

125 

6i 

24 

6 

216 

9* 

3o 

6 

343 

127 

36 

6 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

Je  n’ai  point  fait  entrer  dans  ces  tableaux  la  suite  naturelle 
des  nombres  t,  a,  3,  4.  etc.,  parce  que  la  dilTérence  de  l’un  à 
l’autre  est  toujours  égale  à l’unité. 

A côté  des  carrés,  le  premier  tableau  contient,  dans  une 
seconde  colonne,  la  différence  entre  chacun  de  ceux-ci  et 
celui  qui  le  précède;  puis  dans  une  troisième  colonne,  la  dif- 
férence entre  chacun  des  nombres  de  la  seconde  et  celui  qui 
le  précède.  Ces  dernières  sont  nommées  différences  secondes, 
comme  étant  les  différences  des  différences  premières. 

Celles-ci,  formant  une  progression  par  différences,  présen- 
tent déjà  une  loi  plus  simple  que  les  nombres  de  la  première 
colonne;  et  les  autres,  étant  constantes,  offrent  encore  une 
nouvelle  simplifleation.  Une  conséquence  assez  importante  de 
l’enchaînement  de  ces  différences,  c’est  qu’on  peut,  au  moyen 
des  seuls  nombres  i,  3,  2,  placés  respectivement  à la  tête  des 
trois  colonnes  du  tableau,  former,  par  de  simples  additions,  la 
colonne  des  carrés;  car  en  ajoutant  2 a 3,  on  aura  5,  puis  2 
à 5,  on  aura  7,  et  l’on  formera  ainsi  la  seconde  colonne;  ajou- 
tant ensuite  3 avec  i,  on  aura  4;  5 avec  4>  on  aura  g,  et  ainsi 
des  autres  carrés. 

La  première  colonne  du  second  tableau  contient  les  cubes; 
la  deuxième,  leurs  différences  premières  ; la  troisième,  leurs 
différences  secondes,  qui  ne  forment  plus  qu’une  progression 
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par  différences;  et  enfin,  dans  la  quatrième  colonne,  les  diffé- 
rences des  différences  secondes,  ou  les  différences  troisièmes, 
qui  sont  constantes. 

Ici,  au  moyen  des  quatre  nombres  1,7,  12  et  6 placés  res- 
pectivement en  tête  des  diverses  colonnes  du  tableau,  on 
pourra  former  toutes  ces  colonnes,  en  commençant  par  celle 
de  la  droite,  et  en  ajoutant  chacun  des  nombres  d’une  même 
colonne  avec  celui  qui  se  trouve  sur  une  ligne  plus  haut,  dans 
la  colonne  à gauche. 

Cette  règle,  qui  n’est  encore  établie  que  sur  une  simple  in- 
duction, et  pour  deux  séries  de  nombres  seulement,  sera 
bientôt  démontrée  et  étendue  à un  nombre  infini  de  fonctions, 
pour  lesquelles  on  obtient  ainsi  des  déterminations  rigou- 
reuses. 

D’un  autre  côté,  que  dans  une  table  de  logarithmes  on 
prenne  les  différences  premières  entre  ceux  des  nombres  con- 
sécutifs, elles  auront  une  marche  fort  inégale,  si  l’on  opère 
dans  le  commencement  de  la  table,  où  la  fonction  varie  beau- 
coup; mais  en  passant  aux  différences  secondes,  troisièmes,  etc., 
on  en  trouvera  quj  deviendront  fort  petites,  et  finiront  par  res- 
ter les  mêmes  dans  un  intervalle  plus  ou  moins  grand.  Les 
logarithmes  suivront  donc  sensiblement,  pendant  cet  inter- 
valle, une  loi  analogue  à celle  que  nous  avons  fait  remarquer 
ci-dessus,  par  rapport  aux  carrés  et  aux  cubes,  et  dont  on 
peut  faire  usage  pour  simplifier  la  construction  de  cette  table. 

375.  Quand  on  a vu  le  parti  qu’on  peut  tirer  de  la  considéra- 
tion des  différences  successives,  poussées  jusqu’à  l’ordre  où 
elles  sont  constantes,  soit  rigoureusement,  soit  à très-peu 
près,  il  parait  tout  simple  de  chercher  l’expression  générale  de 
leurs  relations.  Pour  cela,  soit 

il  y ) Wj  y U2  5 • . • J Un 

une  série  de  valeurs  consécutives  que  reçoit  une  quantité,  en 
vertu  des  variations  qu’elle  éprouve  par  elle-même,  ou  par 
l’effet  de  celles  qui  arrivent  à une  autre  dont  elle  dépend  ; les 
chiffres  inférieurs  sont  ici  des  indices  qui  font  connaître  le 
rang  qu’occupe  chaque  valeur  dans  la  série,  en  marquant  le 
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nombre  de  celles  qui  la  précèdent,  en  sorte  que  la  première, 
U,  est  censée  répondre  à l'indièe  o.  On  fait  ensuite 

|«i  — « =A«, 

M, U,  =^u„ 

U, — U,  =Am„ 


en  se  servant  de  la  caractéristique  A,  pour  indiquer  l'opération 
de  prendre  la  différence  entre  deux  valeurs  consécutives  d’une 
même  quantité. 

Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux,  les  diffé- 
rences Am,  Am,,  Am,,  etc.,  sont  toutes  égales;  mais  si  le  con- 
traire a lieu,  on  fait,  par  analogie, 

Am, — Ar<  =AAm  ±=A‘m, 

Am,  — Am,  =AAm,  = a’m,. 


Am«  — am_,  = AAm,_,  = A»M_,, 

/ A’m,  — A’m  = AA’  M = A’  M, 

1 A’m,  — A’m,  = AA’m,  =A’m,, 

l-*)  1 

( A’M„ — A’m._,  = AA’m„_,  = A’m,_,. 

En  poursuivant  de  cette  manière,  on  tire  des  valeurs  m,  m,, 
une  suite  de  différences  dont  le  nombre  des  ordres 
est  au  plus  égal  à celui  de  ces  valeurs,  diminué  de  l’unité. 

376. 11  est  visible  que,  suivant  la  notation  ci-dessus,  la  diffé- 
rence d’une  expression  quelconque  s'indiquera  en  plaçant  de- 
vant chacun  de  scs  termes  la  caractéristique  A,  en  sorte  que 

A(m  -I-  V U')  = M,-t- V, IV, (m-I-  V w]  = AM-1-AV  — AlV, 

de  même  que 

d(M-hv  — iv)  = dM-t-dv  — dtv  (10). 

On  a aussi 

A(mm)  ou  A.MM  = a(M, — m)  = mAm, 
de  même  que  d.aM  = rtdM  (11);  et  les  constantes  isolées  des 
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variables  disparaissent  quand  on  prend  la  différence  d'une 
fonction  (7). 

377.  Au  moyen  de  cesrègleseides  équations  (i),  on  obtient 
pour  les  valeurs  «i,  m,,  des  expressions  qui  ne  dé- 

pendent que  de  la  valeur  primordiale  u et  de  ses  différences 
Au,  A’u,  etc.;  car,  puisque 

Au,  ==  A (u-H  Au)  = Au-i- A’u, 

il  en  résulte 

U,  = U, -t-AU,  = U + AU  + A(u  -h  Au)  = U -1-2  Au  A’U, 

et  de  même 


Au, 

= u-f-2Au-f-  A’u -J- A(u  4- 2Au-|- A’u) 
= u-(- 3Au  4- 3A’u4- A’u. 


LaTorme  de  ces  expressions,  dont  les  coefficients  numériques 
sont  les  mêmes  que  ceux  du  carré  et  du  cube  du  binôme, 
conduit  par  analogie  à 


U,  = U 4-  - Au- 


n[n  — I 


A’u 


rt(n — i)  [«  — 2) 

1.2.3 


A’ U 4- etc.; 


ce  qu’on  peut  vérifier  aisément  au  moyen  de  l’équation 


U,„.i  = U,4-AU,, 

dont  le  développement  montre  que  la  loi  ayant  lieu  pour  l'or- 
dre n,  a nécessairement  lieu  pour  l’ordre  «4-  «. 

378.  On  peut  aussi  exprimer  immédiatement  la  différence 
d’un  ordre  quelconque  par  les  termes  de  la  série  primitive,  qui 
ont  concouru  à former  cette  différence. 

Ayant  d’abord 

Au  = u,  — U et  A’u  = Au,  — Au, 
on  observera  que  Au,  doit  être  composé  avec  u,  et  u„  comme 
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Au.  l’est  avec  u et  c’est-à-dire  qu’il  suffit  d’augmenter  de 
l’unité  les  indices,  pour  passera  &u,=u,  — et  l’on  ob- 
tiendra 

= M, U, (m, II) 

= Ml — 2m,-{-k; 

puis  augmentant  de  l’imité  les  indices,  dans  ce  dernier  résultat, 
pour  former  A’ M,,  il  viendra 


= a’m,  — a*m  = m,  — 2M,  -H  II,  — (il, — a«i-4-  m) 

= II,  — 3M,-t-3«, — II, 

et  par  analogie 

A"ii  = ii„ i i LL^ iu_,+etc., 

I 1.2  1.2.3 

loi  qui  se  vérifierait  par  le  développement  de  l’équation 


A«+'  H = A"  II,  — A"  II. 


Ce  résultat  et  le  précédent  reviennent  à 

M„  = (i Am)",  A"m  = (m  — i)", 

pourvu  que  l’on  change  dans  le  développement  de  l’un,  les 
exposants  des  puissances  de  Am  en  exposants  de  la  caractéris- 
tique A,  et  dans  celui  de  l’autre,  les  exposants  de  m en  indices; 
on  peut  même  poser  tout  de  suite 

M.=  (l  -t-A)'M, 

et  il  n’y  aura  rien  à Changer  dans  le  développement. 

Pour  tirer  de  ( i Am)"  le  développem.ent  que  cette  expres- 
sion représente,  il  faut  considérer  que,  dans  l’ordre  des 
puissances  1 = am",  et  en  passant  l’exposant  o à la  caractéris- 
tique A,  on  aura  a®m  = m. 

379.  Lorsqu’une  fonction  est  donnée  , rien  n’est  plus  facile 
que  d’en  obtenir  les  différences  successives  ; je  prendrai  pour 
exemple  la  fonction  jc".  En  faisant  u = x*,  et  supposant  que  x 
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augmente  de  la  quantité  h,  on  aura  «,  = (a;-+- A)",  et  par  con- 
séquent 

, • m(m  — i)  ... 

A«  = (ar-l-A)* — x“  = mx^'h-i ^ -a:"-’ A’ 

' ' 1.2 

m(m— -i)  (m  — 2) 

H 1 a?"-*  A*  -h  etc, 

1 .2.  a 

Pour  passer  aux  différences  ultérieures  a’m,  A’m,  etc.,  il 
faut  faire  varier  X de  nouveau.ee  qui  présente  deux  hypo- 
thèses. L’une  consiste  à supposer  que  la  quantité  x prenne 
toujours  des  accroissements  égaux,  et  l’autre  que  ces  accrois- 
sements soient  eux-mêmes  variables  : je  ne  m’occuperai  ici 
que  de  la  première.  En  substituant  x -t-  A au  lieu  de  x dans  A u, 
on  aura 

A«,  = /n  (x  -4-  A)"“'A  -H  ÜLIIH îi  tx-h/i  )"“’A*  + etc. 

II  est  visible  que  si  l’on  développe  l’expression  de  A«, , et  que 
l’on  en  retranche  celle  de  Au,  le  résultat  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  de  A sera  de  la  forme 

A'u  = m(m  — i)x"~Vj’  4-  M,x"~’  A’  -l-M.x^*  A*  -f-  etc., 

M,,  M,,  etc.,  désignant  des  coefficients  dépendants  de  l’expo- 
sant m. 

Par  une  nouvelle  substitution  de  x-f-A  dans  cette  der- 
nière équation,  on  parviendrait  à a’u,,  et  en  observant  que 
A'u  = A’ U,  — A'u,  on  obtiendrait 

A’u  = m(m  — i)  ( m — 2)x^'k^  -H  M',x^*  A*  ■+■  etc. 

La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  développements 
est  évidente,  et  l’on  voit  que  l’expression  de  A"u  doit  com- 
mencer par 

— — 2) («1  — /n-  i)x"-"A". 

On  voit  aussi  que,  quand  l’exposant  m est  entier  et  positif, 
le  nombre  des  termes  du  développement  de  A*u,  ordonné  sui- 
vant les  puissances  de  x,  diminue  de  l’unité  lorsque  n aug- 
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mente  de  cette  quantité,  et  que  quand  n = m,  il  vient 

ù,"u=  m(m  — t)  [m  — .h". 

Cette  différence  étant  constante,  il  s’ensuit  que  celles  des 
ordres  supérieurs  sont  nulles. 

On  parvient  facilement  au  terme  général  de  A’u  en  formant 
l’expression  de  cette  différence  par  le  moyen  des  valeurs  de  u, 
!<,,«„  Kj,  etc.,  sans  passer  par  celles  de  au,  a’u,  ù’u,  etc.  (378). 
11  est  évident  que  dans  l’hypothèse  présente  les  valeurs 

U|  I W7  J Un 

répondent  à 

x-i-h,  x + aA,  x-t-3h,. . x-^nh, 
et  l’on  a par  conséquent 

u,  = (x  + /i)“,  U,  = (x-t-aA)",. . . , u.=  (x-t- nA)"; 
on  tirera  de  là 

A*u  = (x-i-reA)"—  Y[x-f-(n — O^]" 

n[n  — i)  r , , , . 

+ , Ua^  + (w-2)A]" 

^ [x-f-  (n  — 3)A]--f-  etc. 


Si  l’on  désigne  par  i l’exposant  de  A dans  le  terme  général  du 
développement  de  l’équation  ci-dessus,  l'expression  de  ce 
terme  sera 

m(m  — 1)  (m— a).  . .(m— /-t-i)  ^ , 

1.2.3.  . . I 

[n , nln  — i]  , T 

\ - ^ (re  — 2)»-etc.  J ; 

mais  comme  on  vient  de  voir  que  le  développement  de  a’u  ne 
pouvait  contenir  des  puissances  de  A dont  l’exposant  fût 
moindre  que  n,  il  s’ensuit  que  la  fonction 


. n , nfn — i)  , ,, 

n‘ (n  — I • H — ! i [n  — 2)'  — etc., 

i ' ' 1.2'  ' 


composée  de  n-t-i  termes,  est  nulle  tant  que  /•<«.  ü’un 
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autre  côté,  le  cocflicient 

m[m  — > ) ( "*  — 2 ) . . . ( m — I + I ) 

1.2.3...  I 

s’évanouissant  lorsque  i = m 4- 1 , il  en  résulte  que  la  plus 
haute  puissance  de  h,  dans  le  développemeht  de  A*u,  ne  peut 
être  que  A". 

380.  D’après  la  propriété  du  monôme  x",  toute  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  de  x a toujours  des  différences  constantes, 
savoir,  celles  dont  l’ordre  est  marqué  par  l’exposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  x,  qui  soit  dans  la  fonction  proposée,  En 
effet,  cette  fonction  étant  de  la  forme  Ax“-t-Bx®-4-Cx’'  + etc., 
on  aura 

A’{Ax*  -+-  Bx®  + Cx^  -f-  etc.) 

= AA*.x*-l-BA".x*-l-CA*.xî'-(-etc.  (*)  (376); 

et  si  a désigne  le  plus  haut  exposant  dex,  il  viendra,  pour  le 
cas  où  it  = a, 

1.2.  . .aA“,  A*.x*  = 0>  A“.x’'  = 0,  etc., 

en  sorte  que 

a“  (Ax“  -t-  Bx* 4- Cx^'-l-  etc.)  = i .2 .3. . ,aAA“. 

381.  C’est  surtout  par  rapport  aux  fonctions  transcendantes, 
dont  le  calcul  approximatif  est  laborieux,  que  l’on  gagne  beau- 
coup à se  servir  des  différences,  ainsi  que  le  fera  voir  l’exem- 
ple suivant,  tiré  des  logarithmes. 

Soit  U = Ix;  on  aura 

K,  = l(x-t-A)=lx4-l  + 

= — -H^,-etc.  ) (29), 

d’où  l’on  tirera  u,,  etc.,  en  mettant  2 A,  3A,  etc.,  au  lieu 


(*)  JI  ne  faut  pas  confondre  avec  car  la  première  de  cea  ex« 

pressions  est  la  diiïcrenco  de  l’ordre  n de  la  fonction  tandis  que 

(a"x)«. 
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de  h,  et  les  formules  du  n“  378  donneront 


Au  = 

M 1 

u- 

1 A’  I A*  \ 

; H-  ï — — etc.  » 

2 x’  3 J 

A’U  = 

-M  1 

2 A’  \ 

— 4-etc.  ), 

A’u  = 

M 1 

f 2 A’ 

- etc.  ^ > 

etc. 

On  poussera  ces  suites,  suivant  la  grandeur  du  nombre  x, 
jusqu’à  ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite  pour 
être  négligée  sans  erreur  sensible. 

Si  Ton  avait,  par  exemple,  x = loooo,  et  Aj=  i,  on  trouve- 
rait pour  les  logarithmes  ordinaires. 

Au  = o,oooo4  34272  76863, 

A’u  = — 0,00000  00043  42076, 

A’u=  0,00000  00000  00868; 

et  il  est  évident  que  si  l’on  ne  voulait  avoir  les  derniers  résul- 
tats qu’avec  dix  chiffres  seulement,  on  pourrait,  sans  craindre 
d’erreur  sensible,  négliger  longtemps  les  différences  du  qua- 
trième ordre;  car  il  faudrait  qu’elles  fussent  répétées  un  grand 
nombre  de  fois,  pour  influer  sur  la  différence  troisième  : on 
formerait  donc  successivement,  suivant  la  règle  du  n®  374,  les 
colonnes  des  différences  troisièmes,  secondes,  premières,  et 
enfln  les  logarithmes  des  nombres 

loooi,  10002,  iooo3,  etc., 

en  partant  de  celui  de  10000,  qui  est  égal  à 


4,00000  00000  00000. 

Il  faudrait  faire  le  calcul  avec  i5  décimales,  afin  de  reconnaître 
quand  l’accumulation  des  quantités  négligées  pourrait  com- 
mencer à influer  sur  le  dernier  chiffre  qu’on  se  propose  de 
conserver,  ce  dont  on  s’assure  au  moyen  de  quelques  loga- 
rithmes calculés  rigoureusement  à des  intervalles  éloignés;  car 
lorsque,  par  la  suite  des  additions  successives,  on  parvient  à 
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CCS  logarithmes,  il  faut  que  la  méthode  des  différences  les 
donne  tels  qu’ils  ont  été  déduits  à priori,  au  moins  dans  les 
dix  premiers  chiffres,  si  c’est  à ce  nombre  que  l’on  veut  s’ar- 
rêter. Lorsque  le  dernier  de  ces  chiffres  cesserait  d’être  exact, 
ce  qui  n’aurait  pas  encore  lieu  pour  le  nombre  ioo5o,  on  cal- 
culerait de  nouveau  à priori  les  différences  am,  a’m,  a’u,  et 
l’on  se  servirait  des  nouvelles  valeurs  comme  des  précédentes, 
pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  entiers  qui  suivent 
celui  auquel  on  a dû  s’arrêter. 

Application  dn  calcul  des  différences  à l'interpolation  des  suites. 

382.  L’un  des  principaux  usages  du  calcul  des  différences  a 
pour  objet  Y interpolation  des  suites,  opération  qui  consiste  à 
insérer  entre  les  termes  d’une  suite,  de  nouveaux  termes  assu- 
jettis à la  même  loi  que  les  premiers.  Pour  cela  on  regarde  les 
différents  termes  de  cette  suite  comme  des  valeurs  particu- 
lières que  reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général, 
lorsqu’on  assigne  également  des  valeurs  particulières  à la  va- 
riable d’où  dépend  ce  terme,  et  qui  dépend  elle-même  du  rang 
qu’il  occupe  dans  la  suite  proposée.  Quand  l’expression  de  ce 
terme  est  donnée,  on  en  tire  autant  de  valeurs  qu’on  veut; 
mais  il  n’en  est  pas  ainsi  lorsqu’on  ne  connaît  qu’un  certain 
nombre  des  premiers  termes  de  la  suite,  ce  qui  est  le  cas  ordi- 
naire auquel  on  applique  l’interpolation. 

Il  faudrait  alors  déduire  l’expression  analytique  d’une  fonc- 
tion, de  celle  d’un  nombre  limité  de  valeurs  numériques,  ce 
qui  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la  fonction  est  inconnue  ; car 
on  doit  observer  que  ce  problème  revient  à former  l’équation 
d’une  courbe  passant  par  les  points  dont  les  valeurs  de  la  va- 
riable indépendante  représentent  les  abscisses,  et  celles  de  la 
fonction,  les  ordonnées,  et  qu’en  quelque  nombre  que  soient 
ces  points,  ils  ne  sauraient  particulariser  la  courbe,  si  elle  n’est 
pas  donnée  d’espèce.  [Trig.,  168.)  Mais  comme  on  ne  cherche 
à interpoler  une  suite  que  dans  des  espaces  très-resserrés, 
on  conçoit  que  l’expression  de  son  terme  général  est  dévelop- 
pée suivant  les  puissances  ascendantes  de  sa  variable,  et  qu'il 
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est  permis  de  se  borner  à un  petit  nombre  des  premières  puis- 
sances de  cette  variable;  par  ce  moyen,  la  forme  de  la  fonc- 
tion, qui  est  alors  rationnelle,  se  trouve  déterminée. 

Ainsi,  sachant  qu’aux  valeurs 


JT,  ^1,  ^1,  aTj,  etc., 

d’une  variable  quelconque  x' , répondent  les  valeurs 
tt,  etc., 

d’une  fonction  u'  de  cette  variable,  on  suppose  que  l’on  ait  en 
général 

u'  = x + fi  x'  -i-  y -i-  S x'*  -i-  etc. , 


et  l’on  détermine  les  coefficients  a,  p,  y,  etc.,  par  la  condi- 
tion que  m'  devienne  successivement  «,  etc.,  lorsqu’on 

change  x' en  JT,  x, , x,,  etc. 

Cette  détermination  présente  deux  cas  : le  premier,  dans 
lequel  les  valeurs  x,  x,,  x,,  x,,  etc.  sont  équidijférenles,  se 
résout  immédiatement  par  l’expression  de  u„  du  n”  377. 

En  effet,  soient  m -+-  i nombres  donnés,  et  qu’on  en  prenne 
les  différences  relatives  au  premier  terme,  la  formule  rappelée 
deviendra 


n.  n{n — i , n(n  — i)...{n — 

Am -h— ^ ^A’M...+  -i ! ! J—IiTli; 

I 1.2  1 . 2 . . . ;n 


et  si  l’on  y fait  successivement 

n=o,  n=ï,  n = 2,...,  n = m, 
elle  donnera  les  nombres 


M,  M,,  M,,...,  M,: 

on  peut  donc  la  regarder  comme  une  équation  qui  lie  ces  nom- 
bres avec  l’indice  du  rang  qu’ils  occupent,  n désignant  alors 
une  variable  indéterminée. 

Il  est  visible  de  plus  que  le  second  membre,  étant  développé 
et  ordonné  suivant  les  puissances  de  «,  prendra  la  forme 

a -f-  pn -H  7 ;*n", 

où  a,  p,  y, sont  des  nombres  donnés,  et  semblable  à 
:elle  qui  a été  posée  ci-dessus  en  x'. 
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Faisons  maintenant 

M = f(x),  «,  = f(ÆT  4- A),  • • ■ , u,=- [{x nb], 
puis  a:  H-  n A = a;' , el  nh  = x' — x = h'  ; et  il  en  résultera 

A' 

”=7i 

el 

h'  A'(A'— A)  A'fA'— A)(A'— aA).,  , 

«,==«' = «4— J- Au  H — aA  mrrb  «+etc 


A . aA . 3A 


Enfin,  si  l’on  représente  u'  — u par  a'u,  il  viendra 

383.  Je  passe  maintenant  aux  applications. 

Soit  d’abord  la  suite 

3,  7.  >9»  3g,  67, 
correspondante  aux  indices 

O,  I,  2,  3,  4; 

on  a pour  ce  cas, 

u=3,  Au  = 4,  A’u  = 8,  a>u  = o,  A=i; 


l’expression  de  A'  u se  réduit  à ses  deux  premiers  termes,  et 
l’on  obtient  par  son  moyen 

a'u  = 4A'4-4A'{A'-i)=4A'-: 
ainsi  pour  l’indice  A',  il  viendra  u'=3  + ^h\  En  prenant 
/j'=_,  par  exemple,  on  trouverait  que  le  terme  correspon- 
dant à cet  indice  est  28. 

Soit  encore  la  suite 

•»  4>  3,  g,  16; 

en  prenant  les  indices  comme  à l’ordinaire,  savoir, 

O,  I,  2,  3,  4,  5,  etc.. 
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ei  formant  les  différences,  on  trouvera 

u = i,  am  = 3,  A*«=:  — 5,  a’«  = 8, 

A*«  = — 6,  a*m=o,  A = i, 

d’où  l’on  tirera 

1 1.2  * I .2.3 

TIX4 

En  réduisant  cette  expression,  et  l’ordonnant  par  rapport  aux 
puissances  de  A',  on  aura 

, ia-f-ii6A' — iiiA'’4-34A'’ — 3h'* 

u'= 

1 a 

Il  faut  remarquer  que  cet  exemple  et  le  précédent  n’offrent 
qu’un  nombre  limité  d’ordres  de  différences.  Sur  ce  pied, 
l’expression  de  qui  est  aussi  limitée,  représente  exacte- 
ment le  terme  général  des  séries  proposées,  et  peut  servir  à 
les  prolonger  autant  qu’on  le  voudra.  Tous  les  nombres  qu’on 
en  déduira  suivront,  par  rapport  à leurs  différences,  la  même 
loi  que  les  premiers  termes  desquels  on  est  parti,  et  les  séries 
dériveront  ainsi  d’une  fonction  algébrique  rationnelle  et  en- 
tière. 


384.  Lorsqu'il  s’agit  de  fonctions  fractionnaires,  irrationnelles 
ou  transcendantes,  la  suite  des  différences  am,  a>h,  a’m,  etc. 
ne  se  termine  plus  rigoureusement,  mais  quand  elle  est  dé- 
croissante, elle  rend  convergente  l’expression 


, A'  A' (A' -A)., 

A'tt  = -7-  A MH \ A>  U 

A A. a A • 


h' [h'  — h)  [h'  — 2 A ) 
h. 2 h. 3 h 


A*«-l-etc., 


et  permet  de  la  réduire  à un  petit  nombre  de  termes,  au  moins 
pour  un  intervalle  peu  considérable.  En  voici  un  exemple  tiré 
des  tables  de  logarithmes.  Je  suppose  que,  par  le  moyen  d’une 
table  contenant  les  logarithmes  depuis  i jusqu’à  1000,  avec 
dix  décimales,  on  veuille  avoir  le  logarithme  de  3,i4»5926536, 
nombre  très-approchant  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
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mètre;  on  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans  la 
table  comme  des  valeurs  particulières  de  la  fonction  u,  les 
nombres  comme  les  indices  auxquels  répondent  ces  valeurs, 
et  l’on  formera  le  tableau  suivant  : 


« =0,4969296481 

U|  = 0,4983  io5538 

I 3809057 

M,=  0,4996870826 

13765288 

—43769 

M,  = 0 , 5o 1 0592622 

13721796 

— 4349'^ 

+277 

tt,  = 0 , 502427 1 200 

13678578 

— 43^'^ 

+274 

dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 

3,i4,  3,i5,  3,i6,  3,17,  3,18, 

la  seconde  leurs  différences  premières,  la  troisième  leurs  dif- 
férences secondes,  la  quatrième  leurs  différences  troisièmes, 
et  la  cinquième  leurs  différences  quatrièmes,  qui  se  réduisent 
à 3 unités  du  dernier  ordre.  On  aura  par  ce  moyen 

Am  = + 0,0013809057,  a’m=  — 0,0000043769, 

A’  M = + 0 , 0000000277  , A*  H = O , 0000000003  , 

cicomme  è = o,oi,  A'=s  0,0015926536, 


on  obtiendra 
h' 

-J-  z=.  0, 15926536, 


h'  — h 

2 h 

h'  — 2 A 
3A 

A'  — 3A 
4A 


2Â  = — 0,42036732. 

= ^ — T = — 0,7101 8366  : 
4A  4 ' 


avec  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombres  la 
formule 


, A'  A'(A'  — A)„ 


A'(A’-A)  (A^— 2A) 


A’(A'— A)  (A'  — 2A)  (A'-3A) 
A.2A.3A.4A 


A . 2 A . 3 A 
A‘h, 


A*  U 


qui  donnera  m' = 0,497 «49^7 5-6. 

Il  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les  logarithmes 
des  nombres  exprimés  par  beaucoup  de  chiffres,  mais  le  pré- 
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cèdent  est  très-propre  à servir  d’exemple  pour  la  méthode 
d'interpolation.  On  doit  reconnaître  déjà  que  cette  méthode 
s'étend  à beaucoup  d’autres  cas;  elle  est  surtout  d’un  très- 
grand  usage  dans  les  calculs  astronomiques. 

385.  Lorsque  les  valeurs  x,  x, , x,,  Xj,  etc.  ne  sont  pas  équi- 
différentes,  on  emploie  immédiatement  la  formule 

u'  = « -t-  px'  -(-  yx"  -H  J a:'*  etc., 

dans  laquelle  la  substitution  des  valeurs  particulières  x,  x, , 
X,,  X,,  etc.,  fournit  les  équations 

U =4  4-px  -t- 7x’ -t-Jx* -t- etc., 

M,  z=  a 4-  px,  +ix\  -t-Jx|  4-etc., 

«i  = «4-px,  +ix\  -f- ^ xJ etc., 

M,  = a 4-  px,  4-  yxj  -H  ixj  4-etC., 
etc., 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à celui  des  coefQcients  indéter- 
minés a,  p,  7,  etc.  ; et  voici  comment  on  obtient  l’expression 
de  ces  coefficients. 

En  retranchant  successivement  la  première  équation  de  la 
seconde,  celle-ci  de  la  troisième,  etc.,  on  parvient  à des  résul- 
tats respectivement  divisibles  parx, — x,  x, — Xi,  x, — x,,  etc., 
et  d’où  l’on  tire 


«I M 

X|  — X 

— «I 

X,— X, 


ih—u, 
X,  — X, 


= P 4-V  (a?i  — x)+  3 (x\  + X,  X 4-  x»)  4-  etc., 
= P 4-7  (x,4*x,)-l-i(x;4-.T»iCi4-x,  ) 4-  etc., 
= P4-7(^j-+-*>)-1-^(^5  -f-x,x,4-J?i)-l- etc., 


etc. 

Posant,  pour  abréger. 


Ui  U 

X|  — X ' 


ü. 


U,  — Ui 
X,  — X, 


-=U„ 


Ut  — Ut 
X,  — X, 


= U,,  etc.. 


6«éd.  II. 
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on  aura  les  équaiions 

U,=  P -h7  (x,  + JTr)  4- + ar,ar,+ jr’,)  + eic., 

etc.; 

retranchant  encore  U de  U,,  Oi  de  Uj,  et  ainsi  de  suite,  et  dé- 
signant par  U',  1/. , etc.,  les  quantités 


U, -U 

X, — X 


U, -U. 

Xi  — *■  X I 


etc.. 


on  trouvera 

U'  =7-+-5(jr,  + ar,+a:  )-1-eic., 

tJ',  =7-t-5(jr,-+-r,-+-Æ-,)  + etc., 


d’où  l’on  tirera 

* l]',  — L'  = J(a:,  — a:)  + etc. 


Maintenant  si  Ton  fait 


U',  — U' 

Xi-^X 


= U", 


onaura  U"=  3-f-etc.,  et  si,  pour  fixer  les  idées,  on  ne  suppose 
que  quatre  termes  à l’expression  de  ii',  l’opération  finit  à 
l’équation  ci-dessus.  Prenant  la  valeur'  qu’elle  donne  pour  S, 
et  remontant  à celles  de  7,  p,  a,  par  le  moyen  des  quantités  U', 
U et  M,  il  viendra 


•y  U’  — U”  ( X I -i“  x)f 

p=  U — \j'  {x,-i-x)-^\j''  {x,x,-^-x,x-i-x,x), 

a — U — " Ux-t—  U’x t ^ ^ ^ • 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  u',  on  aura 

«' = H -t- U (x' — X ) -i- U' [x”  — (x.  H- X ) x' -t- X,  x] 

-HU"  [x'^-~{x,+x,+x)x”  + {x,x,  -Hx,  x-|-x,x)  x' — x.x,  x]. 

11  est  facile  de  voir  que  les  coefficients  de  U,  U'  et  U"  sont  dé- 
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composables  en  facteurs  simples,  et  que  l’on  peut  mettre  u' 
sous  la  forme 


u'  = a-f-U{x'  — x)-f-U'(ar'  — x)(x'  — x,) 

-|-U'’(x'  — x)  (x'  — X,  ) (x*  — X,). 

En  poursuivant  d’après  cette  méthode,  on  obtiendrait  une 
formule  analogue  à la  précédente;  cl  quel  que  fût  le  nombre 
des  valeurs  x,  x, , x,,. . .de  l’abscisse  x',  on  aurait  en  général 

tt'  = M-f-Ü(x' — x)  -1-  U'  (x' — J?)  (j?'  — ^i) 

+ U"(x' — -3?)  (•*'  — — ^j)  . 

+ U"(x' — x)  (x'  — X,)  (x'  — X,)  (x'  — Xj)  etc., 

en  faisant 


«I  — M 

X,  — X 

U, -U 


Xj — X 

ir,— U' 

X,  — X 

u:— U' 


= u, 

= U', 


Us  — U, 

X,— X, 

X,  — X, 

U, -U, 

=u'.. 

X,  — X, 

X,  — X, 

u:— U'.  ... 

— X, 

= u,  etc.. 

K,  Us  II 

= ü„  = U,,  etc., 

X4  — JTj 


:L',,  etc.. 


X»  — X 

etc. 


= U". 

= u-,  etc.. 


Quand  les  valeurs  x,  x,,  x,,  x„  etc.,  sont  équidifférentes, 
on  a 

X,  = x + A,  x,  = x-t-aA,  X,  = x-f-3A,  etc., 
d’où  l’on  déduit 


U = 

àu 

T’ 

u.= 

AU, 

“T’ 

II 

II  — 

U'  = 

A*«; 

U'  - , 

etc., 

1 . 2 A’  ’ 

1 .2A’’ 

’ I 2A> 

U'  = 

A’ a 

ü'  — 

A’u, 

etc.. 

1 .2. 3 A’’ 

KJ  , 

1 . a . 3 A’ ’ 

U"  = 

A'u 

■ Al/* 

I .2.3.4A‘ 

1 • 1 

etc.; 


a. 


etc., 
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faisant  ensuite  x'  =;r  4-/1',  H en  résulte 

x'  — x=h',  x'—x,  = h' — h,  x'  — x,  = h'—ih, 

x'  — x,=  h' — 3 A,  etc., 

et  l’on  voit  ainsi  que  l’expression  précédente  de  qui  devient 
alors 

/,’  h'ih'—h)  , A'(/t'— A)(A'-aA)  , 

àu-i ^ — 7—'  i — T — T^-r ' A>«4-elC., 

A n.^n  ^ h ^ h. in 

rentre  dans  celle  du  n”  382,  obtenue  par  une  voie  différente. 


386.  Lagrange  a présenté  l’expression  de  w'  sous  une  forme 
nouvelle,  en  observant  que  puisque  les  équations 
K =<i-\-px  -\--)x'  + Sx'  -H  etc ., 
r<,  = a + par, + 7:r’  4- (îa-J  + etc . , 

M,  = a + px,-|-7x|  4-  etc., 

etc., 

sont  du  premier  degré  seulement,  par  rapport  à chacune  des 
quantités  «,p,7,  etc.,  «,  «„  «„  etc.,  et  que  «'  doit  être  exprimé 
en  x',  de  manière  qu’en  y faisant  successivement  x'=x, 
x'  = X,,  x' z=Xt,  etc.,  il  vienne  u'  = u,  u'=  u,,  «'  = «,,  etc., 
on  peut  écrire 

u'  = Xm  4-  X,  M,  4-X,«,  4-  etc.. 


pourvu  que  X,  X,,  X,,  etc.,  soient  des  fonctions  de  x'  telles, 
que  par  la  supposition  de  a:'  = a:  on  ait  en  même  temps 
X = i,  X,  = 0,  X,  = 0,  etc., 
que  par  celle  de  x'  = x,  on  ait 

X = O,  Xi  = i,  X,  = 0,  etc., 
que  par  celle  de  x'  = x,  on  ait 

X = o,  X,  = O,  X,=  i,  etc.. 


et  ainsi  d?  suite,  conditions  qui  seront  remplies  si  l’on  prend 

x' X|)  (x' X,)  (x' X,  ) . 


(x  — X,)  (x  X,) 

(x  —X,)... 

(x' X ) (x' X,) 

(x' X,).  . . 

~ [x,—  x ) (x,  — X,) 

(x,  — X,).  . . 

( x' X ) ( x' X.  ' 

1 (x'— X,)... 

(x,  — X ) (x,  — X|)  (x, X,).  . . 


etc. 
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La  loi  qu’il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces  quantités 
est  on  ne  peut  pas  plus  simple;  leur  numérateur  contient, 
ainsi  que  leur  dénominateur,  autant  de  facteurs  qu’il  y a de 
quantités  x,  x„  x,,  x,,  etc.,  moins  une;  et  si  l’on  y fait  les 
hypothèses  indiquées  ci-dessus,  non-seulement  on  se  convain- 
cra qu’elles  satisfont  à la  question  proposée,  mais  on  verra  de 
plus  comment  il  a été  possible  de  prévoir  qu’elles  y satisfe- 
raient : on  a donc  cette  nouvelle  formule  d’interpolation  : 

— — {x'—x,)...  ^ 

{x  — X,)  (x  —Xi)  (x  — J^i). . . 

(x'  — x)(x'  — x,){x'  — x,)... 

(x,  — a;  ) (a:,  — X,)  (x,  — jf,) . . . 

{x'  — x)[x’  — x,](x’  — x,)... 

(x,  — X ) (x,  — X,)  (x,  — X,). . . 

-4-  etc. 

très-commode  dans  la  pratique,  parce  qu’on  en  peut  calculer 
chaque  terme  par  le  moyen  des  logarithmes.  11  ne  serait  pas 
difficile  de  la  ramener  à celle  du  numéro  précédent,  et  même 
à celle  du  n®382;  c’est  pourquoi  je  ne  m’y  arrêterai  pas. 

387.  Ici  il  est  aisé  de  voir,  d’une  manière  évidente,  que  le 
problème  de  l’interpolation  est  indéterminé,  quand  des  consi- 
dérations particulières  ne  fixent  pas  la  forme  de  la  fonction  qui 
doit  représenter  le  terme  général  des  nombres  donnés. 

En  effet,  les  seules  conditions  auxquelles  soient  assujetties 
les  inconnues  X,  X,,  X„  etc.,  peuvent  être  remplies  par  des 
fonctions  bien  différentes  de  celles  que  Lagrange  a choisies. 

On  trouve  d’abord  l’expression  très-simple 

sin  m(x'  — x,  ) sinn  (x' — x,)  sinp(x'  — x,)  etc., 
qui  jouit  de  la  propriété  de  s’évanouir,  lorsque 
x'=x, , x'=x,,  x'  = x,.etc., 

quels  que  soient  les  nombres  m,  n,  p,  etc.;  on  pourra  donc 
poser  l’équation 

^ sin  m (x' — x,)sin  n{x'  — x,)  sin  p(x'  — x,)  etc. 

sin  m (x  — Xi)  sinn(x  — x,J  sin/;(x — x,)  etc.’ 

dont  le  second  membre  se  réduit  à l’unité  lorsque  x'  = x ; et 
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sur  ce  modèle  on  formera  aisément  les  valeurs  do  Xi,  Xi,  etc., 
dans  chacune  desquelles  on  pourra  prendre  pour  les  coeffi- 
cients m,  n,  p,  etc.,  tels  nombres  qu’on  voudra. 

Si  de  pareilles  expressions  s’accordent  avec  celles  du  numéro 
précédent  pour  les  valeurs  de  3/  comprises  dans  la  série 
X,  x„  x„  etc.,  elles  en  diffèrent  beaucoup  dans  les  intervalles, 
dès  que  les  arcs  ne  sont  plus  assez  petits  pour  être  sensible- 
ment proportionnels  à leurs  sinus:  on  peut  d’ailleurs  substi- 
tuer les  tangentes  aux  sinus,  et  les  conditions  précédentes 
seront  encore  remplies. 


388.  Les  formules  d’interpolation  s’appliquent  d’une  ma- 
nière très-utile  dans  la  détermination  approchée  de  1 inté- 
grale J”S.dx,  ou  de  la  quadrature  des  courbes.  La  première 
idée  qui  s’est  présentée  sur  ce  sujet,  a été  de  substituer  à la 
courbe  proposée  une  courbe  parabolique,  assujettie  à passer 
par  un  nombre  donné  de  points  de  la  première  ; il  est  évident 
que  plus  ces  points  seront  multipliés  et  resserrés,  plus  l’exacti- 
tude croîtra. 

En  prenant  d’abord  la  formule 

u' = a -h  -hy  x'‘ + elC., 

pour  représenter  l’ordonnée  de  la  courbe  parabolique,  1 aire 
de  cette  courbe  sera  exprimée  par 


- , , , ax'  Sa?’’ 

fu'dx'  = 4-  t 

I 2 


yx 


+ e\.c.-hconsl.; 


quant  aux  coefficients  a,  p,  y,  etc.,  ils  se  concluront  sans  peine 
du  développement  de  l’expression  employée  pour  a'. 

A' 

Si  l’on  prend  celle  du  n®  382,  qu’on  y fasse  y^  = x',  elle  de- 
viendra 

, x'Aa  x'ix' — i]A’a  x' (x' — 1)(^' — 2)  à’u 

a'  = a-| 1 i 1 i l-etc., 

I 1.2  I .a. 3 


et  il  faudra  la  pousser  jusqu’au  même  nombre  de  termes  que 
la  précédente,  c’est-à-dire  celui  des  points  par  lesquels  doit 
être  déterminée  la  courbe  parabolique. 

Supposons  que  ce  nombre  soit  3 ; on  ne  prendra  que  les 
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trois  premiers  termes  de  la  formule  ci-dessus  ; en  l’ordonnant 
suivant  les  puissances  de  x' , il  viendra 

a.  = u,  B = 7 = -A’M, 

2 2 

quantités  qui  ne  dépendent  que  des  trois  ordonnées  consécu- 
tives U,  «„  t<„  répondant  aux  valeurs 

h'  = o,  h'  = h,  h' = 2,  h,  ou  x' =zo,  a:'=i,  x’  — o.\ 

et  si  l’on  assigne  o et  a pour  les  limites  de  f u'Ax’,  sa  valeur 
sera 

Am  — ^ -(-^  A’«  = a ^M  -4-  A M g A’m 

Dans  ce  cas,  m'  serait  l’ordonnée  d’une  parabole  QR,Jig.  64, 
passant  par  trois  points  de  la  courbe  proposée  DE,  et  ftt'Ax' 
l’aire  du  segment  de  cette  parabole,  compris  entre  la  première 
ordonnée  PM  et  la  troisième  P,M,. 

En  général,  celte  parabole  QR  sera  alternativement  Inté- 
rieure et  extérieure  à la  proposée,  ou  vice  vend;  en  sorte  que 
l’aire  de  son  segment  différera,  dans  une  partie  par  défaut  et 
dans  l’autre  par  excès,  de  l'aire  du  segment  correspondant  de 
la  courbe  proposée  DE;  et  alors  il  pourra  s’opérer  dans  le  ré- 
sultat total  une  compensation  plus  ou  moins  approchée  entre 
ces  différences. 

La  formule  précédente  devient  plus  symétrique  quand  on 
remplace  les  différences  Au  et  A’a  par  leurs  valeurs 

H,  — U et  H, — au, -f-M  (378); 
on  obtient,  après  les  réductions, 

I (m-+-4«>  -h U,). 

Si  l’on  conçoit  de  même  qu’il  passe  une  nouvelle  parabole 
par  les  points  M„  M„  M,,  et  ainsi  de  suite,  et  que  l’on  réunisse 
les  aires  de  chacun  de  leurs  segments,  on  pourra  embrasser 
une  portion  aussi  grande  que  l’on  voudra  de  la  courbe  pro- 
posée; et  si  la  dernière  ordonnée  est  représentée  par  u., 
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m étant  un  nombre  pair,  on  aura 

+ 

= i{u-(-M«)  4- 1 («I + «••••-+- «■->) 

' -4-|(M.4-«a-.  -4-M— .)• 

Ce  résultat,  d’une  forme  assez  élégante,  ne  comprenant  que 
des  lignes  qu’on  peut  mesurer  sur  la  figure,  peut  servir  à éva- 
luer des  aires  renfermées  par  des  courbes  dont  on  n a pas 
l’équation,  avantage  que  n’offre  point  la  méthode  du  n“  233. 
Au  reste,  dans  l’une  et  l’autre  méthode,  il  faut  calculer  à part 
les  portions  comprises  entre  deux  points  singuliers,  et  mul- 
tiplier davantage  les  ordonnées  dans  celles  où  la  variation 
de  courbure  est  le  plus  considérable.  Nous  reviendrons  sur  ce 
sujet  au  n*  405. 


De  l'analogie  des  différences  avec  les  puissances. 


389.  Le  calcul  différentiel  et  celui  des  différences,  quoique 
étant  bien  distincts,  comme  on  le  verra  dans  la  suite,  ont 
néanmoins  de  grands  rapports  entre  eux,  et  peuvent  s’appli- 
quer l’un  à l’autre.  Lorsque  l’on  considère  le  premier  sous  le 
point  de  vue  où  l’a  présenté  Leibnitz,  ou  par  la  théorie  des 
limites,  il  devient  un  cas  particulier  du  second  : on  a dû  le  re- 
marquer au  commencement  de  cet  ouvrage,  et  pour  le  confir- 
mer encore,  je  déduirai  la  série  de  Taylor,  de  l’équation 


n n(n — i)  , 

ii„  = U -i — om  -t — = n’« 

I 1.2 


n(n— i)(n  — 2) 

— i i-i- (3<7). 

1.2.3 


Soit  « = f (x),  et  que  la  variable  x reçoive  successivement 
un  nombre  n d’accroissements  égaux,  représentés  par  a ; la  va- 
leur sera  celle  que  prend  u quand  x devient  x-hna;  fai- 
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sant  ensuite  na  = h,  on  aura  n = — et 


A A(A  — a) 

«,  = « + - AMH 1 — ' A’« 

a I ,2a’ 

h {fl  — *)(A  — 2a)  , 


>5 


ce  qui  peut  s’écrire  ainsi  : 


-,  Aa«  h (h  — a)A’« 

f a;  + A = M H 1 i > — 

ta  I . 2 

A (A  — a)  (A  — 2a)  A’M 
1.2.3  a' 


etc. 


Maintenant,  si  l’on  conçoit  que,  A demeurant  constante,  a dé- 
croisse indéfiniment,  ce  qui  revient  à supposer  le  nombre  n de 
plus  en  plus  grand,  le  second  membre  de  l’équation  ci-dessus 
tendra  vers  une  limite  qui  s’obtiendra  en  faisant  a = o,  et  en 
observant  que  les  rapports 


Au 


a ’ 


A’ U 
— T > 


A*  H 
a' 


etc.. 


ont  alors  pour  limites  les  coefficients  différentiels 
d’u 


d U 
dx' 


dar> 


d’ U 
dx’ 


, etc.  (375)  : 


on  aura  donc  encore 

du  A d’u  A’  d’u  A* 

U -ï H -r—, h J—: r CtC., 

dx  I dx’  i.a  dx*  1.2. 3 

pour  le  développement  de  la  fonction  u,  quand  x est  de- 
venue x-hh.  C’est  à peu  près  ainsi  que  Taylor  est  arrivé  au 
théorème  ci-dessus,  qui  porte  son  nom. 

Lorsqu’une  fois  on  y est  parvenu,  la  théorie  analytique  du 
Calcul  différentiel  n’offre  plus  aucune  difTiculté;  ainsi  ce  qui 
précède  suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  du  Calcul  des 
différences. 


390.  A l’aide  du  théorème  de  Taylor,  le  développement  des 
différences  d’un  ordre  quelconque  pour  une  fonction  quelcon- 
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que  s'obtient  sans  difficulté.  On  a premièrement 

d « A d’ H A’  d’ M A’ 

— -j 1-  5 — h -j — : + etc, 

ax  I ax^i.2  dx‘ 1.2.3 


et  si,  dans  cette  équation,  on  met  successivement  4m,  A’m, 
a’m,  etc.,  au  lieu  de  u,  on  formera  les  expressions 


a’m  = 


a‘m  = 


4*m  = 


dAM  A d’AM 


dx  i 
d A>  H A 


6x 
dA’«  A 

dx  1 
etc.. 


JH. 

I .2 


d’AM  A’ 


-4- 


dar 
d’A’M  A’ 
dar’  i.î 

etc.. 


dj;’ 

etc., 


1.2.3 


etc. 


au  moyen  desquelles  le  développement  de  chaque  différence 
se  déduit  de  celui  de  la  précédente.  On  obtiendra  d’abord 


, d’M  A’ 
dj;’  I 


d’H  A’ 

dj;’  2 

d’ M A’ 
dx’  2 


d‘M  A' 
dx'  2.3 
d' M A* 

d X‘  2.2 
d'M  A' 
dx*  2.3 


etc. 


etc. 


etc. 


11  serait  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  termes  de  celle 
expression;  mais  on  y parvient  d’une  manière  plus  générale, 
au  moyen  de  l’analogie  qui  existe  entre  la  différentiation  des 
quantités  cl  leur  élévation  aux  puissances,  analogie  dont  le 
n“  378  renferme  les  premières  traces. 


391.  On  a vu  (27)  que 


e*  = I 


X’ 

■i 

1 . 2 


X’ 

1.2.3 


+ CIC., 


et  il  suit  de  celle  formule  que 


dM  A 
dx  I 


d M A 

* dx  I 


du'  h'  d h’  A’ 

^d^’7Tî‘^dy’7:i:3^‘^“” 

d /i*  d M’ 

-f-  5 ■+■  ClC. 

dx’  I .a  dx*  1.2.3 
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Si  maintenant  on  transporte  les  exposants  des  puissances  de  du 
à la  caractéristique  d,  le  second  membre  de  l’équation  précé- 
dente deviendra 

du  A d’M  A’  d*it  A' 

Â T-, 5 etc., 

ax  I djc’  1 .3  dar’  1 .2.3 


et  sera  la  môme  chose  que  Au  ; on  aura  donc 

ËflA 

Au  = e'*^  —I, 


pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre,  on 
transporte  à la  caractéristique  d les  exposants  des  puissances 
de  du. 

D’après  ce  résultat,  Lagrange  a remarqué  le  premier  qu’on 
avait  en  général 


en  observant  toujours  de  transporter  à la  caractéristique  d les 
exposants  des  puissances  de  du. 

Depuis,  on  a simplifié  cette  manière  d’écrire,  en  posant 


car  il  n’y  a plus  rien  à changer  dans  le  développement;  mais 
il  faut  bien  se  rappeler  que  la  lettre  d exprimant  une  caracté- 
ristique et  non  pas  une  quantité,  les  équations  ci-dessus  ne 
deviennent  effectives  que  par  le  développement  de  leur  second 
membre.  Voici  comment  Laplace  a démontré  ce  beau  ré- 
sultat. 

Il  est  évident,  par  ce  qui  a été  dit  dans  le  numéro  précédent, 
que,  quelle  que  soit  l’expression  de  A*u,  on  doit  avoir 


. d"  U , 
A*U  — A" 
da:" 


A"+'  -h  A" 


dx*^ 


:A«-» 


•etc. 


A',  A",  etc.  désignant  des  coefficients  qui  ne  dépendent  que 
de  n.  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  les  formes 
que  peut  prendre  la  fonction  u,  conviendra  nécessairement  au 
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cas  où  « = c*;  mais  alors 

d a d’ M d*  M 

ax  dx'  dx* 

Au  =e*+* — e*=e*(e* — i),  A*«=(c^ — ^)(®* — = 0% 

A’«  = e*(e* — 1)> A‘'«  = e*(e* — i)". 

Substituant  cette  valeur  de  a’u  dans  le  premier  membre  de 

l’équation  posée  plus  haut,  et  celles  de  ^ etc.,  dans  le 

ax  Cix* 

second,  il  viendra 

( e*  — I )•  = A" -t- A' A*+' A' -i- etc . , 

d’où  il  suit  que  les  coefTicients  A',  A",  etc.  doivent  être  les 
mêmes  que  ceux  du  développement  de  (e*  — i)*,  puisque  l’ac- 
croissement A doit  demeurer  indéterminé.  Il  ne  peut  d'ailleurs 
exister  aucune  difTiculté  à l’égard  des  coefficients  différentiels 
de  U,  qui  se  déduisent  tous  des  puissances  de  du  par  le  chan- 
gement indiqué  dans  les  exposants. 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  différences  se 
retrouve  dans  les  fonctions  d’un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles, et  se  prouve  d’une  manière  analogue. 

du  du, 

dx" 

392.  De  Au  = e — i on  tire  e =i-(-Au;  et  si  l’on 
prend  les  logarithmes  de  part  et  d’autre,  il  viendra 

du,  , , , 

rf^A  = l(i4- au). 


Lagrange  a encore  reconnu  que  cette  équation  serait  vraie, 
si  dans  le  développement  de  l(i-i-Au)  on  transportait  à la 
caractéristique  A les  exposants  des  puissances  de  Au;  on  au- 
rait par  ce  moyen 

^A  = Au  — A’u  — î A'u-i-etc.  (29). 

Au  lieu  de  m’arrêter  à démontrer  ce  cas  particulier,  je  vais 
prouver  qu’en  général 


d“tt 

dx* 


A"  = [l(l-f-Au)]", 
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en  changeant  Au’,  au*,  etc.  en  a’u,  a’u,  etc.,  ou  bien 


d’u 

dx* 


A*  = [I(H-a)]*u, 


sans  rien  changer  dans  le  développement. 

Il  est  visible  que  la  question  revient  à déterminer  les  coeffl- 

cients  différentiels  etc.,  en  fonction  des  différences 

ax  a x‘ 

successives  de  u,  et  que  pour  cela  on  a des  équations  de  la 
forme 


or  U 


A»+'  U = 


d'^^'u 

da;*+‘ 


A"+‘-4-A', 


d"*’u 

dx*-’"’ 


/j«+«_l_etc.. 


. d"'''’u  , 

A'+’u  = 3——.  A'"’"’  -H  etc., 

djT*+’ 

etc., 

dans  lesquelles  les  coefficients  différentiels  ne  montent  qu’au 
premier  degré  : on  peut  donc  faire 


A"  = A"  U + B' A"+'  U + B' A"-’-’  U -t-  B"A»+’  U ■+■  etc. 

a X* 


On  obtiendrait  facilement  la  valeur  des  coefficients  inconnus 
B',  B',  B",  etc.,  par  l’élimination  successive  de 


d""*^'  H 


d*"*"’  U 
d*"+’ 


etc.  ; 


mais  puisque  l’équation  hypothétique  doit  avoir  lieu,  quel  que 
soit  U,  elle  subsistera  encore  lorsqu’on  y fera  u = e*,  ce  qui 
donnera 

d*  M , i > • 

— = et  A'u  = e*(e*-i)', 


quelque  valeur  qu’ait  le  nombre  entier  i,  et  l’on  trouvera  par 
conséquent 

A»=  (c*  — i)"-|-B'(c*  — I )“+' -I- B' ( «^  — ij-’-’-t- etc. 

Pour  mettre  en  évidence  l’identité  des  deux  membres  de 
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cctie  équation,  il  suffît  d'observer  que 

A"  = [1  (i  + e* — i)]", 

parce  que  le  développement  de  1 (i  -t-  e*  — i),  ordonné  suivant 
les  puissances  de  e*  — i , qui  est 

e*  — I — ^ (c*  — 0’  + ^ ^ — i)'  + etc., 

étant  élevé  à la  puissance  n,  deviendra  comparable  à la  série 

(e*  — — i)*+'  +B"(e* — i)"^*-+-etc., 

dont  les  coeffîclenls  numériques  B',  B",  etc.  seront  par  con- 
séquent déterminés.  Si  l’on  écrit  Am  à la  place  de  e*  — i, 

d*  H d" w 

et  A"  à celle  de  A",  on  aura  l’équation  A"  = [l(i-J- a]* m, 

posée  précédemment. 

En  faisant,  pour  abréger,  e*  — i = a,  et  développant 

suivant  les  puissances  de  a,  par  la  méthode  du  n°  55,  on  ob- 
tiendra les  valeurs  de  B',  B",  etc. 


393.  La  formule  du  n°  382  se  déduit  aussi  du  théorème  de 
Tajlor,  qui  devient  une  formule  d’interpolation,  lorsqu’on  y 
remplace  les  coefficients  différentiels  par  leur  expression  en 
différences,  tirée  du  numéro  précédent. 

En  effet  l’équation 


d^  li 

A*  = a'm-4-A'A'^'m4-A"A'+*m  + A"a‘+*m-i-  etc., 

ajr 


donne 


= ^ ( a'  M 4-  A'  A'-^'  M + A"  A'+>  M -I-  etc.) . 


Si  l’on  tirait  successivement  de  cette  équation  les  valeurs 

de  4-^,  etc.,  pour  les  substituer  dans  la  série 

dj;  dx’  dx’ 


d « A'  d’ H A'*  d’ M A'* 
^^”*~dx  I ~*”dx’  1.2  ~*~dx’  1.2.3 


etc.. 
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qui  exprime  ce  que  devient  u lorsque  x devient  x + h',  on  au- 
rait un  résultat  de  la  forme 

h'  h'  h”\ 

+ ^ -+-B  M 

-H  ^ + B",  b: '^)  + etc., 

B',  B",  B', , , B7,  etc.  étant,  ainsi  que  A',  A",  etc.,  des  coef- 

ficients numériques  indépendants  de  A;  et  désignant  par  A'u 
l’accroissement  que  reçoit  la  fonction  u,  dans  le  passage  de  x 
à x-\-h',  il  viendrait 

A’  / A'  A"\ 

u-i-A'«  = M-f--^Au-+-  (B'-^  -t-B'-j^j  etc. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  u,  subsiste  en- 
core dans  le  cas  où  u = e*,  et  se  change  alors  en 

= , + (b'^+B"^“)  (ei-O.-Hctc. 

dont  on  ramène,  par  le  développement,  le  premier  membre  à la 

V 

mêmeformequele  second,  en  observantquee*'=[i-(-(e*— i)]*; 
et  comme  en  remettant  dans  le  second,  u,  Am,  a'm,  etc.,  à la 
place  des  quantités  i,  (e* — i),  (e*— 1)%  etc.,  on  retombe  sur  le 
développement  de  «•+•  a'«,  on  doit  en  conclure  que 

y 

u 4-  A'm  — (i  -(-a)*  //. 

Ce  résultat,  aussi  simple  qu’élégant,  a été  présenté  par  La- 
grange, comme  une  conséquence  de  l’analogie  que  les  diffé- 
rences ont  avec  les  puissances.  En  effet,  il  suit  de  l’équa- 

— à '*”A' 

tione‘'^  = I -I- Au  (392)  que  c***  = (i -I- Au)  mais  on  a 

''' 

aussi  = I 4- A'«  : donc  I -h  A'u=(»-|- A u)  . 

En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion, et  transportant  à la  caractéristique  A,  les  exposants  dos 
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puissances  de  au,  on  trouvera,  comme  ci-dessus, 

a'h  = -5^  A U H — V - I M H — ^ — F—  L O . -h  etc.  (*) . 


h.  2 h 


h.  2 h.  3 h 


Du  Calcul  inverse  des  différences,  par  rapport  aux  fonctions 
explicites  d'une  seule  variable. 

394.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est,  à l’égard  du  Calcul 
direct,  ce  qu'est  le  Calcul  intégral,  par  rapport  au  Calcul  diffé- 
rentiel : il  a pour  objet  de  remonter  des  différences  aux  fonc- 
tions primitives.  Je  m’occuperai  d’abord  des  différences  qui 
sont  exprimées  immédiatement  par  la  variable  indépendante, 
c’est-à-dire  où  l’on  a pour  déterminer  u, , une  équation  de  la 
forme 

A'-M.  = f(x), 

l’accroissement  de  x étant  constant  et  donné  : je  le  représen- 
terai à l’ordinaire  par  A. 

Soit  premièrement  r=  i,  d’où  Aux=f(x);  pour  indiquer 
l’opération  qui  doit  faire  revenir  de  Au,  à u,,  on  emploie  la 
caractéristique  s,  et  l’on  écrit  en  conséquence 

2Au,  = U,  = 2f(Ar), 

les  caractéristiques  A et  £ indiquant  des  opérations  contraires, 
qui  se  détruisent  lorsqu’on  les  effectue  l’une  après  l’autre  sur 
la  même  fonction. 

L’opération  indiquée  par  le  signe  2 s’appelle  aussi  intégra- 
tion; car  2f(x)  désigne  une  véritable  somme.  En  effet,  si  l’on 
ajoute  les  équations  (i)  du  n°  375,  il  viendra 

U.  = U -i- A U A U , -f- A U, . . . A tt,_ , ; 
et  si  l’on  représente  par  a la  première  valeur  de  x,  et  par  u 


C ) Ces  curieuses  analogies  des  puissances  arec  les  diflerences  et  les  düTéren- 
tielles  sont  développées  avec  beaucoup  d'étendue  dans  le  3°  volume  du  Traité 
in-4°.  J'v  ai  indiqué  plusieurs  Mémoires  insérés  sur  ce  sujet,  dans  les  Transae- 
fioiu  philosophiiiues,  et  quelques  remarques  de  M.  Uerschel,  dans  l'Appendice 
qu'il  a mis  é la  traduction  qu'il  a bien  voulu  faire,  conjointement  avec  MM.  Bab- 
bageet  Peacock,  do  la  3*  édition  du  présent  Traité  élémentaire. 
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celle  de  u,,  qui  s’y  rapporte,  on  aura,  pour  une  valeur  quel- 
conque X =a-\-nh, 

2 f { a:  ) = M -t- f ( a ) -i- f ( a -4- A ) -f- f ( a -H  2 /(  ) . , , -I- f [a  4- ( n — I ) A ] . 

Celte  expression,  qui  augmenterait  de  f ( a -f- «A  ) ou  de  f (x), 
si  l’on  ajoutait  A à la  dernière  valeur  attribuée  à x,  et  qui  a par 
conséquent  pour  différence  f(x),  se  compose  ainsi  de  la 
somme  de  toutes  les  valeurs  que  prend  f (x)  depuis  x = a in- 
clusivement jusqu’à  x = a-|-(n  — i)A,  plus  de  la  première 
valeur  de  u qui  est  indéterminée,  et  qui  lient  ici  la  place  de  la 
constante  arbitraire  que  le  passage  de  u,  à A a,  a pu  faire  dispa- 
raître. 

Pour  revenir  de  A'’«,=  f(x)  à «,,  il  est  évident  qu’il  faut 
effectuer  autant  d’intégrations  qu’il  y a eu  de  différentiations, 
ce  qu’on  indiquerait  ainsi  : 

I'-A'-M,  = «,  = 2’'f(x). 

A chacune  de  ces  opérations,  il  faudrait  ajouter  une  nouvelle, 
constante,  ce  qu'on  peut  voir  aussi  en  observant  que  l’équation 
A'^«,=  f(x),  ne  donnant  les  différences  de  la  fonction  qu’à 
commencer  de  l’ordre  r,  laisse  indéterminées  les  r quantités 

«,  Am,  A’m,...,  u, 

et  par  conséquent  les  r premiers  termes  de  l’expression 

n nin  — i ) , 

M.  = «-| — AmH > ^A’M-t-etc.  (377), 

1 1.9.  \ ’ 

au  moyen  de  laquelle  on  passe  de  la  valeur  u relative  à x = a, 
à celle  qui  se  rapporte  à x = a -h  nh. 

395.  On  voit  donc  qu’ici,  comme  pour  les  différentielles, 
l’intégration  introduit  un  nombre  de  constantes  arbitraires 
égal  à l'exposant  de  l’ordre  ; mais  il  y a cette  différence,  que  les 
quantités  qui  disparaissent  quand  on  passe  aux  différentielles, 
sont  absolument  constantes , au  lieu  que,  pour  se  détruire 
quand  o7l  prend  les  différences,  il  suffit  qu’une  quantité  de- 
meure la  même  lorsqu’on  passe  de  x à x -i-  A ; et  il  en  existe 
G'éd.  II.  3 
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de  telles  ; car  il  est  visible  que  l’expression 


(.  2 rrjr  2itx\ 

s.n-^-,  cos-^j, 

qui  devient  alors 


jouit  de  cette  propriété,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonc- 
tion ç. 

On  fait  entrer  en  même  temps  le  sinus  et  le  cosinus  dans  1^ 
fonction,  afin  qu'elle  ne  redevienne  la  môme  que  par  le  chan- 
gement de  a:  en  ar±  h,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  pour  une  fonc- 
tion qui  ne  contiendrait  que  l’un  ou  l’autre,  puisque 


nous  donnerons  dans  la  suite  la  construction  géométrique  de 
ces  fonctions. 


396.  Il  est  à propos  de  remarquer  qu’en  prenant  l'intégrale 
de  chaque  membre  de  l’équation 

— iv)  (376), 

il  vient 

ïlAtt-t-AV  — = — (I'  = îAm-|-ÏAi' Ï^W, 

ce  qui  ramène  l’intégration  des  différences  polynômes  à celle 
des  différences  monômes. 

De  même  l’équation 

aàu  = &.au 

donne 

i.aCiu  = au  = a ïAm, 

par  où  l’on  voit  que  les  facteurs  constants  passent,  comme  on 
veut,  sous  le  signe  ï ou  hors  de  ce  signe. 

397.  Lorsque  f(a:)  est  rationnelle  et  entière,  l'expression 
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de  Un,  en  se  terminant,  en  donne  l'integraie  exacte.  En  effet, 
si  m désigne  l’ordre  auquel  les  différences  de  cette  fonction 
sont  constantes  (380),  comme  de  A'’i/,  = f(ar),  il  suit 
A"f(ar)  = et  que  cette  dernière  différence  est  con- 

stante, on  a sur^le-cbamp 


n nln — i)  . 

«,  = MH AM-< i A* « . . . 

I 1.2 

n(n  — i)...(n  — r — nt-l-i) 


1.2.3...  (r-f-  w) 


A'+"m, 


U,  Au,  A’ U,  etc.  répondant  à x = a;  et  si  l’on  fait  a -f-  nA  = 2;, 
Un  se  changera  en  u^. 

En  posant,  pour  abréger,  f (x)  = v,,  il  viendra 


l'u  = v,  A'^' M = Ae, . . . , ti'** U = b." V 


U et  ses  différences  jusqu’à  l’ordre  r — i inclusivement  demeu- 
rent arbitraires,  ainsi  qu’on  l’a  déjà  vu. 

Soit  pour  exemple 


Au»  = jp’  — — i, 

l’accroissement  de  J?  étant  > ; on  aura  r = i,  m = 3,  A = i,  et 
si  l’on  suppose  u = o,  on  trouvera 


d’où 


v = — I,  At>  = 2,  A’v  = — 4> 

a*('  = 6,  A‘i<  = o (380), 

Z (x*  — 5x'  ■+■  6x  — i)  = U, 

X x[x~i)  , x{x — i)(j;  — 2) 

-=u— I.  - -h  2.— i— 4.— i i 

1 1.2  1.2.3 


-h6. 


x{x  — i)(ar  — 2)(a:  — 3) 


1 . 2 . 3 . 4 
ix*  — 262?’ -h  692;’ — 58x 


12 


const. 


La  formule  générale  de  cét  article  comprend  le  cas  dans 
lequel  la  valeur  donnée  pour  bu,  serait  constante  : on  aurait 
alors  A*u  ou  AV  = O. 

3. 
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On  voit  immédiaieihenl  aussi  que 

ax-\-ah  — ax  ^.ax 

Il  -~T 

donne,  en  intégranl  le  premier  et  le  dernier  membre. 


d’où 


ax 

= const., 


2i  = Zar“=f- 
n 


398.  Quoique  la  formule  précédente  suffise  pour  toutes  les 
fonctions  rationnelles  et  entières,  il  est  à propos  de  faire  con- 
naître quelqües  autres  expressions  qui  ont  aussi  des  avantages 
qui  leur  sont  propres;  et  pour  commencer  par  celles  qui  sont 
les  plus  simples,  je  m'occupërai  d’abord  des  produits  composés 
de  facteurs  équidifférents. 

Soit 

U = X [x  h)  [x  + 7.  h) . . ,[x-+-  {m  — i)  fl  ] ; 
si  l’on  en  prend  la  différence,  on  obtiendra 

A«=(r-|-A)(j:-|-2A)(a:-H3A).  .s{x-\-mh  ) 

— x[x-\-  h)[x-i-7h).,.[x-{-(m  — i)A] 

= {a:-|-A)  (x-l- a/l). . i)A]mA; 


et  comme  i 


A H 2A  U U 

— r = — r = — F » on  aura 
mn  ma  mh 


ï(x-t-A)  (a;-t-2A)...[j:-)-(m  — i)A] 

_ j(j:  + A)(x4-aA).  . — i)A  ] 

Inh 


Si,  pour  ramener  à m le  nombre  des  facteurs  affectés  du 
signe  2,  on  écrit  maintenant  x — A au  lieu  de  x,  et  m-t- 1 au 
lieu  de  m,  il  viendra 

22?(x-t-A)(a:-|-2A...[2r-f-(m  — i)A] 

jx  — A)j^[2;-t-A)  (x-t-aA)..  — i)A] 

(m-t-i)A 
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On  voit  ici  que  4ans  l'inlégrale,  le  nombre  des  fadeurs  sur- 
passe de  l’unité  celui  des  facteurs  de  la  différence,  et  que  le 
diviseur  est  m 4- 1,  ce  qui  est  bien  analogue  à la  formule 

/ardx=  (167). 

On  intègre  aussi  la  fraction 

I 

^ x[x  li)[x  . .[jr4-(m  — i)A]’ 

parce  qu’cn  prenant  la  différence,  on  trouve 

I 

[x-\-h)[x-^ih)[x-^Zh)...[x-\-mh] 

I 

x[x-^h)  [x -h  1 h)...[x {m  — i)  /i] 

— mh 

ar(ar-t-A)  (x-hf-h)...(x  + mh)  ’ 

repassant  aux  intégrales  et  mettant  pour  w sa  valeur,  il  vient 

^ — I « 

x[x-\-  h)  (a;4-2A)...(Æ:4-  mh)  mh 

I 

mhx[x-^h)[x  -\-ih). . (m  — i)  A]  ’ 

et  si  l’on  écrit  m — i au  lieu  de  m,  on  obtiendra 


' x[x-\- h)  ')/*] 


(m  — i)  Ax  (a:4- A)  (ar-t-  2 A). . .[x  4-  (ni  — ’■)  A ]' 

399.  Les  formules  ci-dessus  peuvent  servir  aussi  à l’intégra- 
tion des  fonctions  de  la  forme 

Ax“4-  Bx®  4-  Cx''  4-  etc.. 


parce  que  ces  fonctions  se  transforment  en  produits  de  facteurs 
dont  les  différences  sont  constantes.  Pour  le  faire  voir,  je 
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choisis  cet  exemple  très-simple  : x*,  et  je  fais 

a:’=(x-t-A)  (jr-t-aA)  (x-|-3A) 

-I- A (x-t-A)  (x-|-2A)-f-B(Æ:-f-A)-|-C, 

en  supposant  que  A désigne  l’accroissement  de  x.  Si  l’on  dé- 
veloppe, et  qu’on  ordonne  suivant  les  puissances  de  x,  on 
aura 

x’  = X*  6 Ax’  1 1 A’x  -)-  6A’ 

-t- Ax’  -I-  aAAx-f-aAA’ 

-i-  B X -h  B A 
-H  C ; 

et  comparant  entre  eux  les  termes  affectés  de  la  même  puis- 
sance de  X,  on  formera  les  équations 

6 A -H  A = O, 
iiA'-t-  3AA-i-B  = o, 

6A’-+-  2AA’-t-BA-f-C  = o, 
desquelles  on  tirera 

A=— 6A,  C = — A*, 

et 

j;*  = (x-HA)(x-+-2A)(x-f-3A)  — 6A(x-f-A)(x-H2A) 

-+•  7A'(x-f-  A)  — A*, 

ce  qui  donnera,  en  vertu  du  numéro  précédent, 
zx’=  ^x(x-j-A)(x-i-2A)(x-(-3A) 

— 2x(x-i-A)(x-f-2A)-f-  ^Ax(x-t-A)  — A*x  + const., 

puisque  2 — A*  = — A*Si  = — A'x  (397). 

WM).  Lorsque  «=x~^‘  et  que  m est  un  nombre  entier,  il 
vient 

(m-i-i)  (m-t-i)m  _ . . (m-l-i) /n(/n— i)  _ .. 

^u=- •'  jfh  +- i— x^-'A’  4-^ — T, ix«-’A» 

I 1.2  I .2.3 

(m-t-i)m(/n  — i](m  — 2) 

+ - '■ — i — ‘-xr-'h\  . . -{-hr*'xr. 

I .2. 3. 4 

En  intégrant  terme  à terme  chaque  membre  de  celte  équation. 
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remettant  dans  le  premier  au  lieu  de  u,  et  passait  hors 
du  signe  ï les  facteurs  constants,  on  obtiendra 

I t .2 

1.2.3 

Cette  équation  ferait  connaître  l’intégrale  si  l’on  avait 
's.x^',  . . ix",  puisqu’on  en  tirerait 


m , 

— A 2a:"-' 

I .2 


2a:- = 

m (m  — 
1.2.3 


(m  + i)  A 
A*  2 a:—» 


I 

H 

m -t-  I 


Si  l’on  écrit  successivement  dans  celte  dernière  m — i , m — 2, 
m— 3,  etc.,  pour  m,  on  aura  des  expressions  de  2ar*^‘,  2a:"-’, 
2a:"-*,  etc.,  dépendantes  seulement  des  intégrales  des  puis- 
sances de  a:  qui  leur  seront  respectivement  inférieures.  On 
peut  aussi  former  ces  valeurs  en  remontant  ; et  si  l’on  prend 

d abord  m = q,  il  vient  2a:®  = ^ , comme  dans  le  n®  397,  parce 

que  la  formule  générale  ne  doit  renfermer  qu’un  nombre  m de 
termes  affectés  du  signe  2. 

Faisant  ensuite  m = i,/n  = 2,  m=3,  etc.,  et  substituant 
successivement  pour  2a:®,  2a:‘,  ix',  etc.,  les  valeurs  aux- 
quelles on  parviendra,  on  formera  cette  table  ; 


X 

1X0= 

1 a:’  I 

2 a:  = - -jr X, 

2 A 2 

lx’=  -r -T a:’-| xh, 

3 A 2 2.3 

I X*  I I 

2j:’=-7T X*  H 

4 A 2 2.2 

I X*  Il  1 

lx'=-=-, X*  + ■=  x'h  — 5-7T  xh\ 

5 A 2 3 5.0 


IX*  I 

Sx*^  2,-7- X‘ 

6/1  2 


x'h ^ x’ A’, 

2.0  2.0 


etc.. 
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OÙ,  pour  abréger,  on  a omis  la  constante  arbitraire  que  com- 
porte chaque  résultat. 

W)l.  Au  iieu  de  pousser  pius  loin  cette  induction,  on  peut 
supposer  en  général 

Za;"  = Ax"+‘-f-Bar-t-Ca:^'-»-Dx~-’-+-  etc.; 


en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre,  on  trou- 
vera 


t 

(m  + i)  m , 

■+■  i '■ — x^'  A-  + A 

1.2 

+ B Y JC— ’A  -t- 

-t- 


i^i±liil4îLziijc-*A’  + etc. 

1.2.3 

„ m (m  — i)  . . , 

B — i ' JC— ’ A’ -H  etc 

1 .2 

C jr— » A -+-  etc. 

I 

-i-  etc.. 


et  comparant  entre  eux  les  termes  affectés  d’une  même  puis- 
sance de  JC,  on  obtiendra,  entre  les  coefficients  A,  B,C,  D,  etc., 
les  relations  suivantes  ; 


A = 
B = 

C = 


(m  -1-  i)  A’ 

_ ^(m  h 


_ ^ (m  i)  mA’ 
2.3 


I « 

7. 

b2i!l, 

2 


D = — A 


etc. 


[m  ■ 


i)/n(m  — i)A>  — OA» 

2.3.4  “ 


avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres  les 
coefficients  de  l’expression  ïjc-,  quel  que  soit  l’exposant  m. 
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En  calculant  immédiatement  les  douze  premiers  termes,  on 
trouvera 


I 

- — X** 

[m  +i]/t 

2 

1 

1 mh 

1 ni 

(m  — 

i)  [m  — 

2.3  2 

2.3.4 

■ 3 ) ( m — 

6-7 

2 . 3. 4. 5. 6 

3 

m{m  — I ) . 

..[m 

-6)/i’ 

10.9 

2.3 

...8 

5 

m(m  — I ) . 

..(/n 

-8)A* 

6. 1 1 

2.3. 

. . 10 

X 

691 

m (m  — I ) . . 

.(m- 

— 10)  A" 

...m— 1( 

210. i3 

2,3. 

. . 12 

Ji- 

H** 

35 

m (m  — i) . . , 

.(m- 

-12)  A'’ 

■ Jl— i» 

2.  i5 

2.3. 

..i4 

X 

3617 

m(m  — i). . 

.(m- 

- i4)A'‘ 

.T’*'— 14 

• 3o. 17 

2.3 

. . 16 

X 

438G7 

m (m  — 1) . . . 

(m- 

■ 16)  h" 

42,19 

2.3. 

..18 

1222277 

m{m  — 1 ) . . 

.(m- 

-18)  A- 

1 10.21 

2.3. 

. . 20 

-i- etc.  + coTist., 


formule  dans  laquelle  les  coefficients  exprimés  en  nombres 
méritent  attention,  parce  qu’ils  reviennent  souvent  dans  la 
théorie  des  suites. 

Je  ferai  observer,  avant  de  finir  cet  article,  que  si  l’on  mul- 
tiplie ix*  par  h,  et  qu’on  passe  cet  accroissement  sous  le 
signe  Z,  on  aura  l’équation 

I I tnf^ 

i.x^h  — etc.  H-  const,, 

m-h  I 2 22.3 

dont  le  second  membre  a pour  limite h const.,  lorsque 

m -I- 1 ^ 

A s’évanouit,  cas  auquel  ix"h  se  change  en  fvdx,  d’après 
ce  qu’on  a vu  dans  le  n°  236. 

402.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d’intégrer  toutes  les 
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Tonctions  algébriques,  rationnelles  et  entières,  aans  le  cas  où 
la  variable  indépendante  reçoit  un  accroissement  constant.  Soit 
pour  exemple  la  fonction 

A Bx’  H-  Cx  -t-  D ; 

en  observant  que 

î(Ax* Bx> -t- Cx  + D)  = Aix>  + Blx’ -4- Cîx  -H  Dix*, 
et  mettant  pour  ix*,  ix’,  ix  et  Z®,  leurs  valeurs,  on  trouvera 


/>.  »»*.  n A 3AA  — 2 B , 

l(Ax*  + Bx’-(-  Cx  4-D)  = ^ X* X* 


AA’ — 2BA  + 2C 
~4/«  ' 


BA>— 3CA-I-6D 
6A 


■consl. 


A03.  Dans  l’intégration  des  fonctions  transcendantes,  je  me 
bornerai  aux  fonctions  exponentielles  et  circulaires.  On  a pour 
les  premières 

4.6**  = «’  (a*  — 1), 

d’où  il  résulte 

61*  = I61*(a* l)  = (61*  — 1)  Z 6** 

et 

66* 

16**=  -T 1-  const. 

66*  — I 


i04.  Pour  les  fonctions  circulaires,  on  a : i®  l’équation 

cos  A — cos  B=  — a sin  ^(A  — B)  sin  ^(A  + B), 
qui  donne 

4 cos  x=  cos(x-H  A)  — cosx  = — asin  ^ A sin  ^x  + ^ A^  j 
d’où  l’on  tire 


4C0SX 


4 cos 


-1  et  sin  X = — 


a sin  - A 
a 


a sin  - A 
a 


en  écrivant  X -- A,  au  lieu  dex;  prenant  ensuite  l’intégrale 
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de  chaque  membre  de  la  dernière  équation,  on  obtient 


X sin  X = ' 


contt. 


a sin  - A 
a 


a”.  L’équation 

sin  A — sin  B = a sin A — B)  cos  ^ ( A H-  B) , 

donne 

Asinx=sin(xH- A)  — sinx  = asin^Acos  ' 


d’où  il  suit 


, . Asinlx A) 

7 I ,\  A sin  X \ a / 

cos(x-t--A)  = r>  cosx= i -i 

\ a / . I A , I . 

asm-  - _t_  I 

a 

sin  (x-Ia) 


a sin- A 
a 


X cos  X = 


contt. 


a sin  - A 
a 


3*.  La  conversion  des  puissances  de  sinus,  de  cosinus  et  de 
leurs  produits,  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  d’arcs  multi- 
ples, ramènera  aux  deux  formules  précédentes  l’intégration 
de  la  fonction  générale  sin  x"  cos  x*,  lorsque  les  exposants  m 
et  n seront  des  nombres  entiers  positifs. 

En  effet,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite  de  termes 
de  la  forme  A sin  qx,  ou  A cos  qx,  dont  les  intégrales  se  dé- 
duiront de  celles  de  A sin  x et  de  A cos  x en  écrivant  qx  et  qh, 
au  lieu  de  x et  de  A;  et  il  est  facile  de  voir  que  l’on  aura  en 
général 

cos  U+qx-^qh\ 

X sin  {p  -f-  qx)  = -H  contt,, 

2 sin  - qh 

sin  lp+qx—^qh\ 

X cos  (p  + qx)=  ^ -h  contl, 

asin-oA 
2 ’ 
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405.  L’uiilité  dont  est  l’expression  de  ïm,  pour  la  somma- 
tion des  séries,  a porté  les  Analystes  à s’en  occuper  beaucoup, 
et  ils  sont  parvenus  à lui  donner  plusieurs  formes  très-élé- 
gantes ; Euler  la  fit  dépendre  des  coefficients  différentiels  de  m 
et  de  l’intégrale  J" wdx.  On  arrive  à ce  résultat  en  partant  de  la 
formule 

Ëlf 

da^  1 . 2 dx*  1.2.3 

qui  donne 


Az  h 

Aa  = -T 

Ax  I 


-+-  etc., 


h Az 
I Ax 

Az 


I .2  d^:’  1.2.0 


d’ Z 


-etc. 


Si  l’on  fait  ^ = m,  il  viendra  z=fuAxel 
Ax 

J"  uAx  = hïu  ■+•  <xh?ï  ^ etc., 

en  représentant  para,  p,  7,  etc.  les  coefficients  numériques; 
on  tirera  de  là 


ï«  = J/«da:-«Aï^-pA>2j^,-etc., 

J d « d’ M 

expression  qui,  par  le  changement  de  u en  etc.,  con- 

duit aux  suivantes  : 
d U 


d’M 


I , d’ « „ , , U-  « 

= 7,  “ 

d‘  U 


d’ U 


, ~ — ^ ^ U * « -, — : — y fl  ^ 

dar  11  djr’  ^ dx 


, AUt 
-'‘"d?- 


— elc. 
dx‘ 


d’ M I d M 

" dx’  h Ax 

d’M  I d’M  ,,d‘M 

dx’  h do;’  dor*  dx‘ 

etc.  (*), 


du  d . 2 U 

( * ) On  forme  ausBi  cc$  expressions  en  observant  qno  £ — = > 


qui  so  prouve  ainsi  : on  a d'abord  d A u = A d a , puisque 

d^uz=dlt{x-i-h)~f{T)]=:[r{x^h)-r{x)]dT, 
Ado  = Ar(x)dx=:  [f'(xH-fc)  — f'(x)]dr; 
et  ensuite,  si  l'on  pose  lu  = U,  ce  qui  donne  u=i  AU,  il  vient 
duesdAU  = AdU, 


d'où 


£dur=ÏOdU  = dlI=:d2u. 


ce 
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avec  lesquelles  on  éliminera  successivement  de  la  valeur 
de  2 U les  fonctions 


d M _ d*  M 
dx’  dx’’ 


d*M 

2-j— » etc. 
dx* 


et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  nécessairement  de  la 
forme 


I - , . r.  I d M _ , d’ M 

ïu  = jfudx  -f-  Am  4-  BA  ^ 4-  CA*  4-  etc. 


dx’ 


La  détermination  des  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  s’ofière  ici 
comme  dans  le  n"  391,  par  la  considération  de  la  fonction  par- 
ticulière e*,  pour  laquelle  on  trouve 


2e*  = 


d'où  il  suit 


fe’dx  = e‘. 


d-.e* 

dx" 


—T ^ -J  4”  A 4“  B A 4”  CA*  4“  etc., 

e* — I A 


ce  qui  montre  que  les  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  ne  sont  autre 
chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  A dans  le 

développement  de  la  fonction  ^ » réduite  en  série  ascen- 


dante par  rapport  à cette  lettre. 

Si  l’on  met  pour  e* — i sa  valeur 


A 

I 


+ 


A» 

1.2.3 


4-  etc.  (27), 


il  ne  sera  pas  difficile  de  calculer  au  moins  les  premiers  coef- 
ficients A,  B,  C,  etc.:  on  trouvera 


A = --,  B=-^,  C = o,  I)  = _ 

2 12  720 

et  par  conséquent 

I 

Tl 


E = O,  etc.. 


I /•  J ' A d M A*  d*M  , ,,, 

lu  = y fudx M4 j — ; 4-  PtC.  I ). 

2 12  dx  720  dx* 


(*)  Tous  les  coefficients  des  puissances  paires  de  h sont  nuis;  ceU  est 
prouTé»  ainsi  que  la  loi  t^éoerale  des  autres,  dans  le  Traité  t.  III,  p.  106 

et  suiv. 
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W)6.  On  obtiendra  de  la  même  manière  et  sans  plus  de  diffi- 
culté les  intégrales  2ï«,  ou  Vu,  iVu,  ou  Vu,  et  en  géné- 
ral 2"«;  car  la  formule 

^ A-  + A"-  + P 

conduit  à 

d"  Z d"^‘  Z . d"'*'’  Z 

^ = ^ + a/l-- PA-«2-  5^  + etC. 

d*  2 r 

Faisant  ensuite  u,  on  aura  z = /"uda;*,  et  par  consé- 


quent 


z^u  = ^ r"«dx"  — — pA’2"^.  — etc., 

A*  •'  n -r  n æ-* 


...  d«  d’M  ..J 

ou  Ion  mettra  successivement^  » etc.,  au  iieu  de  u, 

ax  dx’ 

pour  obtenir  ies  vaieurs  ^ 

2-  ^ /— ‘ «da:— ' — a/l 2-^—  pA» 2"  ^ — etc., 

dx  A”"'  dx’  dx> 

2"  ^ = ^/—’Mdx— ’ — a/i2"^  — p/i’2"  ^ — etc., 
dx’  A"-'  dx’  dx‘ 

etc., 

.....  ..  , du  d’K  J • 

a i aide  desqueiies  on  chassera  2"  ^"d^’  1 e’^- 

pression  de  vu.  L’équation  finale  pourra  être  représentée  par 

2"“  = ^ /"“dx- -4- ^ ' «dx— 

-t-^^,/"~’«dx— ’. . ..-H  ^/«dx 

„ F,.d«  d’M 

et  lorsqu’on  fera  u = e‘,  elle  deviendra 

(c^ — i)"  /i-  A"“'  A"~’  ' * ' 

-4-  N -4-  P A -4-  Q A’  -I-  etc  : 
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les  coefficients  A,  B,. . . , M,  N,  etc.,  sont  donc  encore  ici  ceux 
qui  multiplient  les  puissances  de  h dans  le  développement 

I 


de 


et  de  là  résulte,  entre  les  intégrales  et  les  puis- 


sances  négatives,  une  analogie  qui  n’est  que  la  continuation  de 
celle  que  les  différences  ont  avec  les  puissances  positives,  en 
sorte  que  l’on  doit  regarder  les  intégrales  comme  des  diffé- 
rences d’un  ordre  dont  l’exposant  est  négatif.  11  est  visible,  en 
effet,  que,  d’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  on  peut  poser 


Ï"M 


pourvu  qu’après  le  développement  on  change  les  puissan- 

Auf  Af  U . . d~'  «... 

ces  -J—  en  3 — - en  observant  que  dans  . = d“'’«dxr,  d~c 

d;rr  axf  ^ Ax~<’ 

équivaut  à ou  bien  encore  écrire 


expressions  qui  se  déduisent  de  celles  de  A"«  (391),  en  affec- 
tant l’exposant  m du  signe  — (*}. 

407.  L’intégration  par  parties  se  pratique  sur  les  différences 
aussi  bien  que  sur  les  différentielles.  Soient  P et  Q deux  fonc- 
tions quelconques  de  x;  on  fera 

2PQ  = QsP-i-3, 

tétant  une  fonction  inconnue  de  la  môme  variable;  et  prenant 


(*)  On  * de  même,  par  le  §eul  chan|;emeDt  du  «i^jne  de  n,  dans  la  formule 

d*„ 

h*  = [l(i -I- A)]*u,  l'expression  dos  intégrales  aux  diflërentialles,  saroir: 

dx* 

y’udx"  = [l(i  -t-  en  ehnngeant  A~*«  en  Z‘u.  Par  là  on  obtieni 

quatre  formules,  qui  se  réduisent  à deux,  en  ne  déterminant  pat  le  signe  de  n. 
(Voj'.  le  Traité in-i®  I.  III,  p.  loi.) 
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la  dilTérence  de  chaque  membre  de  cette  équation,  on  aura 


PQ  = (Q  + aQ)î(P  + aP)— QsP-t-  âz; 

développant  et  réduisant,  en  observant  aue  QziP  = PQ,  il 
viendra 

O = aQi(P4- aP)  4- Az,  ou  Az  = — aQz(P  4- aP), 
et  par  conséquent 

z = — 2AQï(P4-AP), 

puis 

(A)  2PQ  = QsP  — ïaQ2(P  4- aP), 

Tormule  qui  devient 

(1)  zPQ  = QiP  — iaQïP,, 

lorsqu’on  écrit  P,  pour  P 4-  aP. 

Si  dans  la  formule  (A)  on  change  Q en  aQ,  P en  iP,,  et 
qu’on  observe  que 

2P,  4-  AïP,  = 2(P,  4-  aP.)  = 2P,, 

on  en  déduira 

iaQïP,  = AQi’P,  — ïA’Qi’P,, 
et  la  formule  (i)  deviendra 

(2)  £PQ=Q2P  — aQï=P,  4- za’Qî’P,. 

Changeant  ensuite  dans  l’équation  (A),  Q en  A’Q,  P en  z’P,, 
puis  remarquant  que 

2>P,  4-  AZ’P,=  z’P,, 

on  trouvera 

îA’Qz’P,  = A’Qi’P,  — 2A>QZ>P,, 

et  la  formule  (2]  deviendra 

iPQ  = QzP  — aQï'P,  + a’Qi'P,—  za’Qz’P,, 

ce  qui  conduit  à l’expression  élégante 

zPQ  = QïP  — aQz’P,  4-  a’Qï’P, 

— a>Q2'P,4-  a'Qz'P,  — etc., 
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donnée  par  Taylor,  dans  les  Transactions  philosophiques, 
n°  353,  année  1717. 

Si  l’on  y met  pour  P,,  P„  P„  etc.,  leurs  valeurs  en  P,  ei 
qu’on  effectue  les  intégrations  qui  deviennent  possibles,  elle 
se  change  en 

ïPQ  = QiP  — aQ(i’P  -I-  ïP)  + A’Q  (ï>P  + aî’P-f-  iP) 

— 4>Q(s‘P  -4-  3î*P  -i-3z’P-+-  ïP)  -4-  etc. 

C’est  sous  cette  forme  que  Condorcet  l’a  présentée  dans  son 
Essai  sur  VJpplication  de  V Analyse  à la  probabilité  des  déci- 
sions, page  i63. 

Elle  s’arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q mène  à des 
différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque;  et  si  la 
fonction  P est  susceptible  d’un  nombre  suffisant  d’intégrations 
successives,  on  parvient  à l’intégrale  exacte  de  la  fonction  PQ. 

Application  du  calcul  des  différences  à la  sommation  des  suites. 
A08.  Dans  une  suite  quelconque 

U,  U,,  U,,..  .,  u„, 

le  terme  général  u,  peut  être  regardé  comme  la  différence  de 
la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termes  qui  le  précèdent, 
en  sorte  que  si  l’on  fait 

M -H  M,  + M, , . . . , -4-  U„^,  = S^,  , 

on  aura 

aSi,^,  = M,  et  S,_,  = '^u„  (394). 

11  suit  de  là  que  la  somme  entière,  en  y comprenant  le 
terme  général,  sera 

S.  = z«.  H-  U,. 

On  voit  aussi  que  S.  résultant  de  S,_,  par  le  changement  de  n 
en  n -4- 1 , l’expression  de  S.  peut  se  déduire  de  la  même  ma- 
nière de  celle  de  zu,. 

Si  donc  f(x)  désigne  le  terme  général  d’une  série  quel- 
6<  éd.  U.  4 
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conque,  dans  laquelle  la  différence  de  la  variable  indépen- 
dante soit  h,  la  somme  de  cette  série,  que  je  représenterai 
par Sf(x),  sera 

Sf(r)=Sf(a:)-(-f(x), 


OU  bien  s’obtiendra  en  mettant  x+  A au  lieu  de  x,  dans  2f(x); 
et  il  ne  faut  pas  manquer  d’ajouter  au  résultat  une  constante 
arbitraire. 

Lorsqu’on  ne  demande  la  somme  de  la  suite  que  pour  des 
valeurs  entières  de  l'indice,  la  constante  arbitraire  étant  alors 
une  véritable  constante  (395),  se  détermine  comme  celle  des 
intégrales  aux  différentielles.  Si  l’on  fait  commencer  la  suite 
au  terme  correspondant  à l’indice  x = a,  et  que  l’on  ait  en  gé- 
néral 


il  faut  que 
d’où 


Sf(x)  = F(x)  -I-  consl., 
F (fl)  const.  = f(rt). 


= f (fl)  — F (a)  et  Sf(x)  = F (x)  — F(a) -4- f (n). 


Si  l'on  arrête  la  suite  au  terme  correspondant  à l’indice 
X = fl  -f-  «A,  il  viendra 

f(fl)-I-f(rt-^-A)-t-f(fl-f-^A)...■^-f^fl-(-/lA) 

= F(fl-f-nA)  — F(fl)  -(-f(rt), 

ce  qui  se  réduit  à 


f(fl  H-  A)  -t-  f(rt  -4-  aA). . f (fl  -I-  nA)  = F(a  -f-  flA  ) — F(fl), 


et  montre,  comme  on  devait  s’y  attendre,  que  le  terme  f ( a ) ne 
(ait  point  partie  de  la  somme  Sf(x),  prise  entre  les  limites 
X = fl  et  x = a + nh,  mais  que  si  l’on  veut  englober  ce 
terme,  il  faut  prendre  la  somme  depuis  x = a— A jusqu’à 
x = a-\-nh  (*). 


(*)  Dans  le  texte,  je  me  suis  conformé  à U notation  adoptée  par  Euler. 
( Voy.  InitUmtionei  CalcuUdiJferentlalis^  vol.  I,  cap.  a,  §§  53  et  5g.)  Il  donne  h S 
le  nom  de  ierme  iomma/oirr,  et  ne  comprend  point  dans  la  quantité  qu'il  a dési- 
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409.  Venons  msintenant  aux  applications.  On  déduira  des 
formules  du  n®  398, 


S JT  (x  -I-  A)  (x  -I-  sA). . . .[ar-(-  (m  — i)A] 

X {x  A-  h)  x(x  ih) . . . .(x  -If  mh ) 

'■ ; — -7; i + corut. 

(m-t-  i)  A 

g * 

x(x  h)  h(x  -f-  A). . . .[x  + (m  — i)  A] 


— I 

(ot—  i}A(a?  + A)  (a:  4- 2 A). i)A 


+-  corut.. 


expressions  au  moyen  desquelles  on  obtiendra  les  sommes 
des  séries  directes  et  inverses  des  nombres  figurés  {*). 

Pour  les  premières,  dont  les  termes  généraux  sont 


X x(x-^-1)  x(x+  l)(x-(-2) 

_! , —5- 1.'.  /,  etc 

I I .3  I .2.3 


on  fait  A = I , et  successivement  m = i , m = 2,  etc.;  il  vient 

„ X x(x4-i) 

S - = — ! 4-  corut., 

I 1.2 

„x(x4-i)  x(x4- 1)(2:4-2) 

S — ^ = — i — 4-  corut., 

1.2  1.2.3 

x(x4- i)(x4-a)  x(x4-i)(x4-2)(2T4-3) 

» 5 = 5—7 \-corut. 

1.2.3  1.3. 3. 4 

etc., 


gnéo  par  £ (cap.  i,  $ i6)  la  ditTércnca  dont  elle  s'accroît.  Suirant  cette  conren- 
lion,  la  fonction  £u  eat  calU  qui  s*accrott  de  at,  quand  x ae  change  en  x+  Ax; 
mais  Laplacc,  dans  sa  Mécanique  céleste  t ayant  fait  un  usage  continuel  de  U 
lettre  1 pour  indiquer  la  somme  complète,  il  a été  suivi  par  les  autres  géomè* 
très  j et  si  Ton  fait  a >4-  nA  = la  somme 

f(fl)  + f(û  + A)-t-f(«  + afc)...  H-f(&) 
b 

sera  représentée  par  £ ^{x). 

a 

(*)  Vo/rs  pour  ces  séries  le  Compl.  desÊlém.  d'Alt^hre,  Il  est  bon  de  remar- 
quer qu’elles  sont  identiques  avec  les  coefQcients  des  puissances  de  t,  dans  le 
développement  de  (1  -4-s)'^. 

4. 
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OÙ  l’on  peut  supprimer  les  constantes,  parce  que  toutes  ces 
expressions  s’évanouissent  quand  x=o. 

Passant  aux  séries  inverses,  dont  les  termes  généraux  sont 

I 1.3  1.3.3 

— 5 — -, , ■ ■ ' ' , » etc., 

X x(x+l)  X[X+  l)[x-h2) 

on  trouve  la  seconde  formule  en  défaut  pour  la  première 
série,  à cause  du  diviseur  i — i ; mais  pour  les  autres,  on  a 


r.  I 2 

(ar  + 3)~  {x+i){x-hz)'^^^'^‘'’ 


En  déterminant  les  constantes  pour  que  les  sommes  par- 
tent du  premier  terme,  qui  est  l’unité  dans  chaque  série,  on 
trouve  les  expressions 

a 3 3 3 

~ — ‘ » ■ ■■  ■ ■ ■ ■ ■■  Ole., 

I x-hi  2 (jr-H  i)  (x-H2) 

2 3 

qui,  se  réduisant  ® y’  â’  ^ ®®1  infini,  donnent 

les  limites  des  séries  ^ 


I 

6 


I I I 

I T H -f-  • 

4 lO  20 

etc. 


410.  En  mettant  x + /i  au  lieu  de  x,  dans  l’expression 
de  ix“  (401  J,  on  obtiendra  de  même  Sa;",  c’est-à-dire  la 
somme  des  séries 

I,  a-,  3-,..,,  a;-. 

Si  l’on  développe  en  particulier  Sx\  et  qu’on  fasse  /<  = i , n 
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viendra,  après  les  réductions, 

2 jr*  + 3x’  4-  X 


Sx’  = 


6 


pour  la  somme  de  la  suite  des  carrés  i , 4,  9,  • • • » 
411.  On  conclura  des  n®*  403,  404,  que 


Sa*  = 


g*-^* 

a*—  I 


• consl. 


S sinx  = 


cos 

;in  .1?  = — ^ 

2 sin  - A 
2 

>in  ^x  4- 


consl.. 


S cos  X = 


■+-  consl. 


2 sin  - A 
2 


Pour  obtenir,  par  exemple,  la  somme  de  la  série 

sin  «,  sin  (a  4- A),..  , sin(a4-nA), 

il  faudra  prendre  Ssin  x,  depuis  x = a — h jusqu’à  x = fl4-nA 
(4D8),  et  il  viendra 

cos^a — ^A^ — cos^«4-/iA4-^A^  sin  ^«4-^nA^sin ^(n4-«)A 


2 sin -A 
a 


sin  - A 
a 


L’expression  générale  de  ïu  du  n®  405,  donne  pour  Su  la 
formule  générale 

„ 1/..  I h à U A*d’« 

S«  = T fuax  + -u-\ 4- etc.  4- co/w/., 

h''  a ladx  720  dx* 

dont  on  trouvera  plus  loin  (435)  une  application  remar- 
quable {*). 

(*)  On  tire  aussi  delà 

. ^ ^ I \ A»  do  A*  d*o 

J udx^sAI  Su'+--u  I 1 — \ ; — etc.  •+■  const 

\ a / ladx  730  d J* 

série  qui  peut  remplacer  avantageusemont  la  formule  (111)  du  255,  et  dont 
on  calculera  la  valeur  entre  les  limites  assiçnécs  à Tintégrale  /mdr. 

Si  l'on  fait  usage  des  signes  indiqués  dans  la  note  du  n®  33?»  u sera  rcm^ 
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De  l’intégration  des  équations  aux  différences  à deux  variables. 

412.  Jusqu’Ici  j’ai  supposé  que  la  différence  de  la  fonction 
cherchée  était  donnée  explicitement  par  la  variable  indépen- 
dante; Je  vais  maintenant  m’occuper  des  cas  où  l’on  a seule- 
ment une  équation  contenant  cette  fonction,  ses  différences, 
la  variable  indépendante  et  son  accroissement.  Si  la  fonction  y 
dépend  d’une  variable  x dont  l’accroissement  soit  constant, 
l’équation  proposée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

f r>  etc.)  = O, 

11  est  à propos  d’observer  que  l’on  peut  en  faire  disparaître 


placé  par  f (x);  a et  é désignant  les  limites  de  l'intégrale  cherchée,  i f(x)  -e  i f wJ 

deTiendra,  par  le  o*  504  * 

* |f(<i)  + f{«4-*) 

= jif(a)-H  + 

oe  qui  n'eal  autre  choae  que  la  première  liQue  de  la  formule  (Hl)i  n®*  933 
et  s37,  à quoi  il  faudra  ajouter  les  termes  * 

- ^ [f' (»)  - f’ (o)] -t- ^ [f"  (i)  - ffo)  I- etc.  + cenjt. 

L’eipression  de  S b est  due  h Euler,  comme  celles  des  n°*  S30-XSS  ( V07.  Insü 
iulionrs  Calculi  Jijffrmitialls,  pars  11,  cap.  V,  109,  et  /ait.  Calculi  IniegrâlU, 
TOl.l,sect.  l,oap.  VII];ccllede  /odxse  transforme  utilement  quand  on  y sub- 
stitue, au  lieu  des  coefficients  différentiels,  leurs  râleurs  en  différences  (303). 
Le  résultat,  comme  ceux  du  n"  380,  peut  s'appliquer  aus  foactiona  dont  on 
n'a  pas  l'expression  analytique,  mais  seulement  une  suite  de  râleurs  numéri- 
ques. ( Ko/,  le  Traité  in-4®,  t.  III,  p.  ifiietsuir.) 

On  roit  encore  dans  cette  formule,  comme  à la  fin  du  n°  401,  que  plus  la  dif- 

férenceAest  petite,  plus  en  général  Aïu  approche  d'étre  égale  à J »dx,  en 

sorte  que  cette  dernière  est  la  limite  de  l'autre  ; mais  cela  suppose  que  le  terme 


snirant  — ^ uA  n'est  pas  comparable  au  premier.  ( Voj.  la  Nouvelle  Théorie  de 
Taclion  capillaire,  par  M.  Poisson,  p.  281,  ou  le  20*  cahier  du  Journal  de  TÊeola 


Poljtechnitjue,  p.  ij.) 

M.  Gauss,  dans  le  t.  III,  da  Commeniaiiones  Societalii  Gollingensii  reeentiorn, 
ann.  I8I4-I8I&,  a traité  avec  beaucoup  d'étendue  le  même  sujet,  sur  lequel 
M.  Poisson  est  rerenu  dans  le  t.  VI  des  Nouveaut  Uémoiret  de  T Académie  des 
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les  dllTérences  a/,  A'/,  etc.,  en  les  remplaçant  par  les  valeurs 
consécutives  de  y,  puisqu’on  a 

= r»  A>r=.ri— aji-i-j,  etc.  (3T7); 
et  le  résultat  prendra  la  forme 

F {x,y,y„y,,  etc.)  = o, 

dans  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  différences  fait 
connaître  la  valeur  de  la  fonction  cherchée,  par  le  moyen  d’un 
certain  nombre  de  valeurs  antécédentes. 

Si  l’équation  était  du  premier  ordre,  par  exemple,  on 
aurait/,,  par  le  moyen  de  j;  si  elle  était  du  second,  on  on  tire- 
rait /„  exprimé  par  /,  et  par  /,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  s’apercevoir  qu’une  équation  quelconque 
aux  différences  équivaut  à une  série,  dans  laquelle  on  obtient 
chaque  terme  par  le  moyen  de  sa  relation  avec  ceux  qui  le 
précèdent  et  avec  l’indice  qui  marque  le  rang  qu’il  occupe.  En 
effet,  lorsqu’on  a,  par  exemple,  /,=  f(x, /,  /,),  on  en  déduit 
/,  = f(x-i- A,  /„/,),/,  = f (a: -h  aA,  /„  /.),  etc.,  A désignant 
l’accroissement  de  x,  et  l’on  forme  ainsi  la  série 

r.  ji»  r«>  .><>  etc., 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  dans  la  série  ré- 
sultante d’une  équation  quelconque  aux  différences,  il  y aura 
toujours  autant  de  termes  arbitraires  qu’il  y'  a d’unités  dans 
t exposant  de  F ordre  de  cette  équation. 

413.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences  en  une 
équation  différentielle  d'un  ordre  infini,  en  substituant,  au  lieu 
de  A/,  A’/,  etc.,  leurs  développements  d’après  le  n”  391  ; et  il 
n’est  pas  moins  évident  que  l’on  convertirait  aussi  toute  équa- 
tion différentielle  en  une  équation  aux  différences  d’un  ordre 
infini,  en  remplaçant  les  coefficients  différentiels  par  leurs 
développements  tirés  de  la  formule  du  n°  392. 

11  ne  paraît  pas  que  ces  transformations,  qui  ont  l’inconvé- 
nient d’introduire  un  nombre  infini  de  termes,  puissent  être, 
en  général,  fort  utiles  pour  l’intégration  des  équations;  mais 
elles  sont  très-nropres  à faire  sentir  ce  qui  distingue  le  Calcul 
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difTérenliel  du  Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que,  par 
la  nature  de  ce  dernier,  les  différences  de  la  variable  indépen- 
dante doivent  être  nécessairement  déterminées;  car  si  l’on 
avait  une  équation  entre 

r>  etc., 

dans  laquelle  l’accroissement  Ax  demeurât  indéterminé,  qu’on 
la  développât  suivant  les  puissances  de  &x,  ^y,  etc.,  ce 
qui  lui  donnerait  la  forme 

A Ax  + I 

Cax’  -I-  DaxA>'-(-  Eaj*  4-  F 4’/  > = O, 

-+-  etc.  ) 

on  y pourrait  substituer,  au  lieu  de  Ay,  A'y,  etc.,  leurs  déve- 
loppements; et  comme  Ax  y resterait  encore  indéterminé,  il 
faudrait  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cet  ac- 
croissement s'évanouissent  d'eux-mèmes.  On  obtiendrait  ainsi, 
entre  les  variables  x,  y et  leurs  différentielles,  un  nombre 
infini  d’équations  qui  devraient  s’accorder  entre  elles,  pour 
que  la  proposée  signifiât  quelque  chose;  et,  dans  ce  cas,  elle 
ne  serait  équivalente  qu’à  la  première  de  ces  équations,  dont 
les  autres  deviendraient  les  différentielles  successives. 

En  ne  supposant  l’équation  aux  différences  que  du  premier 
ordre,  ce  qui  la  réduit  à 

A Ax-i- Cax*  -1-  Da jrA_r- -t-  Ea_)'-’  -t-  etc.  = o, 


et  prenant 


il  vient 


dy  Ax 

d’y  Ax’ 

dx  I 

B \ 

+ niZ- 

dxf 

dx 

) Ax 

+ A 

4-C 

Ax^  -h  etc.  = O, 


B d^ 

1 . 2 d ; 
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B ^ + A = O, 
ax 


„dr*  ,xdr  „ B d’v 

E ~ + D -j — + C H V ' - ~ O, 

dx*  dx  1 .2  dx’ 


etc 


et  si  cette  suite  d’équations  ne  peut  avoir  lieu,  la  proposée  ne 
pourra  se  vérifier  qu’en  assignant  à Ax  une  valeur  particu- 
lière. 


Ces  préliminaires  posés,  j’entre  en  matière  par  l’inté- 
gration de  l’équation  générale  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre.  Je  suppose  que  la  différence  de  la  variable  x,  ou  Ax, 
étant  I,  on  ait  l’équation  at"-|-P7t=Q,  analogue  à l’équation 
différentielle  traitée  dans  le  n°285;  un  procédé  semblable  à 
celui  du  numéro  cité  conduit  à l’intégrale  de  la  première. 

Si  l’on  faitj=  nz,  11  viendra 

At-^uAz  + zAu-i-AuAz, 

ce  qui  changera  l’équation  proposée  en 

uAz-hzAu  + auAz  + P«z  = Q; 

et  posant  séparément 

zAu-HP«a=o,  ou  aaH-Pa  = o, 

il  restera 

uAz  -t-  AuAz  = Q, 

d’où  l’on  tirera 

Q Q 

Az= — -= — et  z = x — — : 

U -H  Au  U + Au 

la  question  se  réduit  donc  à intégrer  l’équation 

Au-i-Pu  = o, 

dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables,  en  lui  donnant  la 
, Au  n • n 

forme  — = — P>  puisque  P est  suppose  ne  contenir  que  x. 
Soit  U = e';  il  en  résultera 

Au  = e'(e^‘ — i)  et  — = e*'  — 1 = — P, 

' ' U 
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d’où  l’on  tirera 
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e^‘  = i — P,  At  = l(i  — P)  et  / = xl(i  — P). 

Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  i — P répond  au 
produit  continuel  des  valeurs  successives  que  reçoit  i — P 
entre  les  limites  de  l’intégrale,  c’est-à-dire  à 

(i-P,_,)(i-P^.)'(i-P^,)...(i-Po)  (394); 

g 

si  l’on  désigne  ce  produit  par[i — P^i],  l’exposant  a:  mar- 
quant le  nombre  des  facteurs,  on  aura 

/=  l[i—  P^,]. 

d’où  l’on  conclura 

U = e‘  = [i— P,_,]  ; 

et  si  l’on  fait  attention  que  « -)-  = «i , on  obtiendra 

X-,.,  Q 

tt-t-Au  = [l — P,]  et  2 = 2 

[t-P*] 

ce  qui  donnera  enfin 

r=[.-p^,]2— 

[•-P.] 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  l’intégrale  indi- 
quée. 

C’est  à peu  près  ainsi  que  Lagrange,  qui  le  premier  Ht  voir 
l’analogie  que  les  équations  aux  différences  du  premier  degré 
ont  avec  les  équations  différentielles  du  même  degré,  a inté- 
gré, en  1761,  l’équation  traitée  ci-dessus;  il  applique  en- 
suite son  résultat  à l’équation  j,=  Rj-t-Q,  qui  revient 
à J -I- A r = R J' -h  Q.  En  comparant  cette  dernière  avec 
A/-(-  Pj=  Q,  on  a P = I — R,  i — P = R,  et  par  conséquent 

.r-  = [R.-î:^4:T- 

[«*] 

k.' 

Quoique  le  développement  du  produit  [i  — Pj_,]  semble 
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supposer  que  la  différence  de  x soit  égale  à l'unité,  on  peut 
néanmoins  conserver  l’expression  précédente,  lorsque  ^x~h, 
en  concevant  qu'elle  répond  à 

('  — P.-*)  («  — P^-i*)  (i  — P*-rt)  etc., 

ou  bien  transformer  l’équation  proposée  en  une  autre,  en  fai- 
sant x — hx',  ce  qui  donnerait  ^x—hnx'  ^x’  = x. 
Lorsque  le  coeffleient  R est  constant,  on  a 


et  s’il  en  est  de  même  de  Q,  l’intégration  indiquée  s’effectue 
facilement  : on  obtient  dans  ce  cas 


et 


En  général,  la  valeur  de  y pourra  être  délivrée  du  signe  d’in- 
tégration toutes  les  fois  que  Q sera  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  x. 


^15.  C’est  la  méthode  donnée  par  d’Alembert,  pour  les 
équations  différentielles  du  premier  degré,  et  dont  j’ai  fait 
connaître  l’esprit  (320),  que  Lagrange  a d’abord  appliquée 
aux  équations  de  ce  degré  et  d’un  ordre  quelconque  aux  diffé- 
rences ; mais  j’emploierai  ici  le  procédé  par  lequel  il  est  revenu 
sur  ce  sujet  en  1775,  et  que  j’ai  déjà  exposé,  d’après  lui,  pour 
les  équations  différentielles. 

Premièrement,  la  valeur  complète  de/,  satisfaisant  à l’équa- 
tion 

(A)  /m-l- P, -+-Q, .-t- = O, 

d’un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport  à la 
fonction/,,  s’obtient  comme  celle  de  /dans  le  n»  309,  lors- 
qu’on en  connaît  un  nombre  n de  valeurs  particulières  ; car  il 
est  clair  que  si 

r..  r 
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sont  des  fonctions  de  x qui  satisfassent  séparément  à l’équa- 
tion (A),  l’expression 

y.  = cy.  + or  y,  -t-  cy.  + etc. 
y satisfera  pareillement,  sans  détermination  des  constantes  C', 
C",  C",  etc.  ; et  quand  le  nombre  de  ses  termes,  supposés  ab- 
solument irréductibles  entre  eux,  sera  n,  elle  sera  l’intégrale 
complète  de  cette  équation,  puisqu’elle  renfermera  n con- 
stantes arbitraires. 

Secondement,  l’équation 

f®)  “i"  P* I -i"  »...  “H  U*  j*#  = , 

qui  a,  de  plus  que  la  précédente,  un  second  membre  dépen- 
dant de  X seul,  s’y  ramène  de  même  que  dans  le  n®  314,  en 
regardant  les  constantes  C',  C",  C",  etc.  comme  des  fonctions 
de  X.  Dans  cette  hypothèse,  l’expression 

y,  = C',  y,  -4-  C",  y.  + C*x  y.  -h  etc. 
conduit  d’abord  à 

fj4-(  — C t+\y  x+i  “f*  M-hi  “H  c.  x+i  y^ «-h  -i-  etc., 
résultat  qui  se  transforme  en 

y,+,  = -t-  C"x  y.+,  ■+■  c*.  /'x+,  -4-  etc. 

-4-y’,+,AC'*x4-  etc., 

en  mettant  pour  C',+,,  C'm.i,  etc.,  leurs  valeurs 
C’x  "4-  aC’x  , C”x  “H  aC^x  , etc. , 

et  se  réduit  à 

Jx+I  = C'x  /x+>  + C'x/'x+i  4-  C’x^ "x+.  -I-  etc., 

lorsqu’on  pose 

(l)  j'x+|AC'x-4-yx+|AC'x-f-y'x+rAC"x-|-  etc.  = 0, 

de  même  que  si  les  quantités  C'x , C'x  , C"x , etc.  fussent  de- 
meurées constantes.  En  faisant  de  nouveau  varier  ar,  on  obtien- 
dra 

7’x+j  C'x4-i  y t-yt  *4“  C”x^i  >*'’x+j  -f“  C^x-M  y X-*-»  "4“  etc. 

= C'x/x+.  -t-  C"x.r^+»  -4-  C-x^-*x+.  4- etc. 
4-y'x+iiC'x  4-y'x+’AC"x  4- r-^x+iAC",  4-  etc., 
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résultat  que  l’on  réduit  à 

y,+,  = C.  /x+,  + C"x  7",+.  4-  C*x  /*x+.  H-  etc., 
par  la  supposition  de 

( 2 ) x'  *+’  ^ i+i  A C”i  4“^^ i+j  A C*x  4-  etc . = O. 

Faisant  varier  x une  troisième  fois,  on  parvient  à 

X’-*-‘  ^ * X‘+*  4-  C X x'’ ■»+>  4"  X" *+>  4"  etc. , 

en  posant 

( 3 ) /x+j  A C'x  4-  /'x+>  A C'x  4- x”.+,  A C'x  4-  etc.  = O, 

et  l'on  continue  ainsi  jusqu'aux  équations 

^X+O-l  = C'x  J^''x+»-l  4-  C"x  ^■*X+B-1  4-  C*x  X" 1+-"— I 4-  etc. 

(/i—  1)  /'x+x— iAC'x4-^x+«— I aC"x  4-^""'x+x— 1 aC"x  4- etc.  = O. 

Maintenant,  si,  dans  la  valeur  de  7-x+,_i , on  change  x en  x 4- 1, 
on  trouvera 

^x+«  = C'xJ^''x+»  4-  C''x_^•"x^-«  4-  C"'x^ x-Hi  4-  etc. 

4"  x' *-Hi  A C X 4-  X-,-»  A Cx  4 x'"n.„  A C*x  4“  etc.  ; 

mettant  dans  l’équation  (B)  les  valeurs  de 

X^  ’ X'-*-'  > • • ■ r ^x+x— 1 , ^V+x  , 

en  observant  que,  par  l’hypothèse  et  d’après  l’équation  (A), 

y x+n  4”  Px^ x-f-x— 1 4“  Qxy' x.t'X— 3 . • 4'  Ux^*'x  O, 
x" X+x4"  Pxy'xx-x— I 4 Qx^"^X+X— 3 • 4 UxJ^'x  = O, 
y x+x  4 Pxy^ x+x— I 4 Qxy^ x+x~3- . . 4 Ux^y*”’ x = o, 
etc., 

il  restera 

( n ) y •'x+x  A C'x  4 r'x+x  A C'x  4 y^x+,  a C*x  4 etc.  = Vx 

On  conçoit  faciiement  qu’avec  le  secours  des  équations  (1), 
(2),...{« — 1)>  {'*)»  on  déterminera  en  fonctions  de  x,  les 
différences  aC'x,  aC'x,  aC",  , etc. , ce  qui  réduira  la  recherche 
des  quantités  C',  C',  C",  etc.,  à l’intégration  des  fonctions  d’une 
seule  variable. 
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416.  On  ne  sait  pas  intégrer  en  général  l’équation  (A)  ; mais 
lorsque  ses  coefficients,  au  lieu  d’étre  des  fonctions  de  x,  sont 
des  constantes,  que  l’on  a seulement 

(A')  n+i.  -+-  P.rr+,-1  + 4-  • 4-  U_r.  = o, 

on  y satisfait  en  faisant  j,=  m’,  d’où  il  résulte 

car  elle  devient 

fA")  wi"  4-  Qm"“’ 4- R/n""’.  • •4-  U = o, 

et  se  vérifie  si  l’on  prend  pour  l’indéterminée  m les  racines 
de  cette  dernière.  Si  donc  l’on  désigne  par  m',  m”,  m",  etc.  ces 
diverses  racines,  on  aura  ( numéro  précédent) 

= C'  m'*  4-  4-  C-m"*  4- . . . . 

Cotte  expression  présente,  par  rapport  aux  quantités 
m",  etc.,  les  mêmes  circonstances  que  l’intégrale  de  l’équa- 
tion différentielle 

d"_)'4-  Pdxd"“\r  4-  Qd  X*  . . -f-  Urdx*  = o. 

11  peut  arriver  que  parmi  les  racines  de  l’équation  (A'),  il 
s’en  trouve  d’imaginaires  ou  d’égales  entre  elles.  Dans  le  pre- 
mier cas,  on  revient  aux  quantités  réelles  par  des  transforma- 
tions analogues  à celle  du  n°  310.  Dans  le  second  cas,  pour 
rendre  complète  l’intégrale  qui  a cessé  de  l’être,  on  a recours 
à l’artifice  employé  dans  le  n”  311. 

417.  L’équation  (A'),  pouvant  être  considérée  comme  expri- 
mant la  nature  d’une  série  dont  un  terme  quelconque,  repré- 
senté par_y»+,,  dépend  des  n termes  qui  le  précèdent,  se  rap- 
porte aux  séries  récurrentes  [Complém.  des  Élém.  dJlg.)  dont 
le  terme  général  est  r*>  et  dont  l’échelle  de  relation  est 

-P.  — 0 -U. 

L’intégration  de  cette  équation  répond  donc  4 la  recherche  du 
terme  général  de  la  suite  proposée  ; mais  en  n’ayant  égard  qu’à 
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la  loi  de  sa  formation,  les  n premiers  termes  de  cette  suite 
sont  nécessairement  arbitraires  ; et  si  on  les  suppose  donnés, 
en  les  désignant  par 

^Of  Xtt  Xm-n 

on  pourra  former  les  équations 


r.  = c' 

H-C' 

-hC" 

-t-  etc.. 

X,  = C'  m' 

■+  C"/?»" 

-+-  etc.. 

jr,  — C'  m’’ 

+ Cm"’ 

-1-  Cm"'' 

-f-  etc.. 

-h  Cm"’ 

+ Cm’"' 

+ etc.. 

-h  Cm"—' 

■+■  etc.. 

au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  constantes  C',  C", 
C*,. . . dont  le  nombre  est  aussi  égal  à n.  La  résolution  de  ces 
équations,  qui  ne  sont  d’ailleurs  que  du  premier  degré,  peut 
être  simplinée  par  des  artifices  dont  l’exposition  ne  saurait 
entrer  dans  un  Traité  élémentaire  : je  me  bornerai  à faire  ob- 
server ici  que  cette  recherche  se  lie  avec  celle  des  lois  des 
phénomènes,  d'après  les  observations.  M.  Libri  a fait  aussi  aux 
équations  linéaires  aux  différences  l’application  de  la  méthode 
indiquée  plus  haut  pour  les  différentielles. 

418.  Les  constantes  arbitraires  qui  complètent  les  intégrales 
aux  différences,  étant  des  fonctions  arbitraires  (395),  ne  peu- 
vent être  déterminées  en  assujettissant  ces  intégrales  à satis- 
faire à un  nombre  limité  de  valeurs  données;  car  il  est  visible 
que  toute  fonction  arbitraire  comprend  implicitement  un 
nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit  pour  exemple  l’équa- 
tion 

7*,  = Xç(sin anx,  cos27rx), 
de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeurs 
= = ri  = a",  etc. 

^ ces  valeurs  répondent  à 

x = o,  x=i,  x = 2,  etc., 

on  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu’à  la  première  dcscondi- 
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lions  imposées;  car  dès  qu’on  aura  assigné  pour 
f (sinsjrx,  cosawa:), 

une  première  valeur  déterminée,  de  laquelle  il  résulte  a, 
celle  valeur  devant  se  retrouver  la  même  pour  les  indices 
x=:i,  x = 2,  etc.,  il  s’ensuit  que  les  valeurs  de relatives  à 
ces  indices,  sont  aussi  déterminées  : il  faut  donc  que  les  quan- 
tités données  a',  a",  etc.,  correspondent  à des  indices  inter- 
médiaires. 

Si,  au  lieu  d’assigner  un  nombre  limité  de  valeurs  isolées, 
indépendantes  les  unes  des  autres,  on  suppose  que  dans  l’in- 
tervalle compris  entre  x = o et  x = i,  l’expression  doive 
fournir  les  mêmes  valeurs  qu’une  équation  donnée  ^-x^zflx), 
la  question  sera  déterminée.  En  effet,  s’il  s’agissait  de  trouver 
la  valeur  de  y qui  correspond  à un  indice  égal  à un  nombre 
entier  quelconque  m,  plus  une  fraction  n,  soit  commensu- 
rable,  soit  incommensurable,  on  calculerait  la  valeur  de  y, , 
d’après  l’équation  f(x)  ; et  comparant  le  résultat  avec  celui 
que  donne  alors  l’équation 

_V,  = X,  If  (sin  2ir/l,  C0S2irn), 
on  aurait,  pour  ce  cas,  la  valeur  de 

f (sin  2irn,  cosairn), 
qui  doit  être  la  même  que  celle  de 

if[sin2jr(m-hn),  cos2ir(m -t- «)], 
m étant  un  nombre  entier  ; l’équation 

= Xif(sin  2irX,  C0S2trxj 

devenant  par  là 

/■+«  = X«^.,<p(sin27rn,  cosair/i), 
serait  tout  à fait  déterminée. 

La  seule  condition  à laquelle  soit  assujettie  l’équation 
;v  = f(x),  c’est  qu’on  en  lire  pour  r»  et  pour_f,  les  mêmes  va- 
leurs que  de  l’équation 

^»=  Xy  sin  2WX,  C0S2nx). 
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419.  Les  considérations  géométriques  éclaircissent  bien  ce 
qui  précède.  4'oici  d’abord  comment  on  peut  représenter  par 
le  cours  d’une  ligne,  l’équation  très-simple  Aj  = o.  Si  l’on 
construit,  sur  la  droite  AU  {fg.GS],  menée  à une  distance  quel- 
conque de  l’axe  des  abscisses  OX,  parallèlement  à cet  axe,  et 
divisée  en  parties  AA',  A' A",  A" A",  etc.,  égales  à ix,  des  coui^ 
bcs  telles  que 

ABA'B'A'’B"A‘'S,  ACA'C'A''C"A*' T,  A1)A'D'A'I)"\'"U,  etc.. 

passant  par  les  points  A,  A',  A",  A",  et  composées,  entre  ces 
points,  départies  égales  et  semblables,  ces  courbes  satisfe- 
ront à l’équation  A)-=:o.  Cela  est  d’abord  évident  pour  les 
points  A,  A',  A",  A",  etc.  ; et  l’on  voit  ensuite  que,  prenant 
AP  = X,  AP' = X -H  A X,  les  arcs 

AL  et  A'L',  AM  et  A'M',  AN  et  A' N',  etc., 
étant  égaux  et  semblables,  les  ordonnées 

LP  et  L'P',  MP  et  M'P',  NP  et  N'P',  etc., 

seront  aussi  respectivement  égales,  et  l’on  aura  par  conséquent 
pour  chaque  courbe,  Ar  = <»• 

La  condition  n’entratnant  point  la  continuité  dans 

les  résultats,  les  courbes  AS,  AT,  AU,  etc.,  ne  seront  point 
assujetties  à cette  loi.  Le  polygone  EFE'F'E"F"E"V,  composé 
de  parties  semblables  EFE',  E'F' E",  etc.,  donne  également 
Aj  = O,  aux  intervalles  marqués  par  ày;  il  en  serait  de  même 
d’une  suite  d’arcs  égaux  et  semblables  d’une  courbe  quel- 
conque, assemblés  d’une  manière  discontinue,  comme  le  sont 
les  arcs  GH,  G' H',  G"  H*,  etc. 

Il  est  visible  que  l’équationj=  y^sin  cos  donne 
lieu  à des  lignes  qui  satisfont  aux  conditions  ci-dessus. 

420.  Passons  maintenant  à l’équation  générale  du  premier 
ordre  Ay=F(x,  y).  Ayant  choisi  arbitrairement,  ou  déterminé, 
suivantics  conditions  de  la  question,  le  premier  point  B (^g^.  66) 
de  la  courbe  cherchée,  comme  l’équation  proposée  n’apprend 
rien  sur  tous  les  points  correspondants  à la  portion  d’abscisse 
6«  éd.  II.  5 
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AA'  = Ax,  Cl  qu’elle  donne  seulement  l’ordonnée  A'B'=^-, , 
on  pourra  faire  passer  par  les  points  B et  B'  une  portion  d’une 
courbe  quelconque.  Cela  fait,  pour  obtenir  la  portion  corres- 
pondante à l’abscisse  A'A",  on  prendra  en  arrière  d’un  point 
quelconque  P'  de  cette  abscisse,  une  distance  PP’  = AA'  = ax, 
et  élevant  l’ordonnée  PM,  on  mènera  MD'  parallèle  à PP';  ti- 
rant ensuite  de  l’équation  Ar=  F (a:,  y)  la  valeur  de  Aj*  pour 
l’abscisse  AP,  cette  valeur  donnera  la  droite  D'M'  qui,  jointe  à 
P'D'  = PM,  fera  connaître  le  point  M'.  On  trouvera  de  même 
tous  les  points  de  l’arc  B' B";  cet  arc,  employé  à son  tour 
comme  l’arc  BB',  donnera  ceux  du  troisième  arc  B'  B",  et  ainsi 
de  suite. 

Il  est  évident  que  l’on  pourrait,  par  le  même  procédé,  con- 
tinuer la  courbe  en  arrière  du  point  A,  et  que  dans  tous  les 
cas  elle  satisfera  à l’équation  proposée,  puisque  les  différences 
Ar=I)'M'  auront  des  valeurs  conclues  de  cette  équation  : je 
laisse  au  lecteur  à faire  l’application  de  ce  procédé  aux  équa- 
tions du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 

421 . On  n’a  considéré  ici  les  équations  aux  différences  que 
dans  l’hypothèse  de  Ax  = consl.  ; mais  lorsqu’on  suppose  cette 
dernière  différence  variable,  le  sujet  prend  beaucoup  d’éten- 
due, ainsi  qu’on  s’en  pourra  convaincre  par  la  question  sui- 
vante : 

Tmuver  une  fonction  inconnue  <f(\)  de\,  telle  que  si  l’on  y 
clianfrt'  \ en  f (x),  puis  en  F(x),  F et  l désignant  des  fonctions 
données,  les  expressions  correspondantes  <p[l(x)],  ç[F(x)], 
aient  entre  elles  une  relation  donnée. 

Laplace  a,  par  un  procédé  fort  simple,  ramené  ce  genre  de 
problèmes  à des  équations  aux  différences  où  la  variable  indé- 
pendante ne  reçoit  que  des  accroissements  constants.  Pour 
cela  il  pose  f[x)  = u,,  F(ar)  = , «.représentant  une  fonc- 

tion inconnue  de  la  variable  a;  et  si  l’on  peut  résoudre, 
par  rapport  à jr , la  première  de  ces  équations,  on  en' 
tirera  x = f,(«.),  valeur  qui  transformera  F(x)  = «,+,  en 
= F [f,(«.)] , équation  aux  différences  où  la  variable  z 
croit  seulement  de  l’unité.  Lorsqu’on  saura  intégrer  cette 
é(iuation,  on  aura  l’expression  de  «,  en  fonction  de  s ; on  ob- 
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tiendra  aussi  X en  fonction  de  z;  les  fonctions  ç[F(x)]  et 
ç[f(x)]  deviendront  respectivement  !{'(««.,),  <?(«.)» 
pourra  les  représenter  par  , 7*. , ce  qui  changera  en  une 
équation  aux  différences  de  la  forme 

/(r>.r»+' . 2)  = o, 

la  relation  donnée  entre  les  deux  états  jiar  lesquels  doit  passer 
la  fonction  7. 

Je  prendrai  pour  exemple  l'équation 

,{x)’  = y(?.x)  + 2, 

pour  laquelle  x = H,,  ?.x  = «,+,.  De  là,  on  conclut  aisément 
«s+i  = 2M,,  équation  dont  l'intégrale  est  m,  = C.?.' 

Posant  ensuite  <f(x)=y,,  ^(ax)  =7*,+,,  l‘9^uation  proposée 
devient 

— 2, 

et  s’intégre  en  y faisant  d’abord 

z = i,  r,  = a + -, 
a 

ce  qui  conduit  à 


Xi  — a'  + - , 
rt‘ 


r« 

^ fl' 


fl’ 


*— I 


» - I 


a 


La  dernière  de  ces  valeurs  est  l’intégrale  complète,  puisqu’elle 
renferme  une  quantité  arbitraire  a;  et  l’équation  C. 2'  = x, 

X 

donnant  2*-'  = -7; , on  aura 
2L 


7-.  = 7(x)=fl'‘- -t-rt 
résultat  qui  revient  à 


si  l’on  pose  b = fl' 


ii: 


5. 
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Il  faul  remarquer  que  les  consianies  a ci  C sont  des  fonc- 
tions qui  ne  changent  pas  quand  s devient  z + i (395),  et  par 
conséquent  lorsque  x devient  ix. 


422.  Combinant  toujours  chaque  nouveau  point  de  vue  sous 
lequel  les  grandeurs  peuvent  être  envisagées,  avec  les  précé- 
dents, les  Analystes  considèrent  encore  des  relations  entre  les 
différences  et  les  coefficients  différentiels  des  fonctions  incon- 
nues; et  de  là  naît  le  Calcul  aux  différences  mêlées. 

F.es  équations 


dar 


■+■  ni  r 4-  b} 


= O, 


d A r àr  , 

+ a~  -i-  h^r  + cy=o, 
d JT  de- 


dans lesquelles  a,  b,  c désignent  des  constantes,  et  où  Aa:  = i , 
sont  les  plus  simples  de  ce  genre.  On  satisfait  à toutes  les  deux 
en  posant  y=  Ce":  la  première  se  change  en 

w-f-rt(e"  — i)-+-6  = o, 

cl  la  seconde  en 

m ( e*  — I ) -f-  am  + b [e’  — i)-(-c  = o. 

La  discussion  de  ces  transformées  et  l’examen  de  la  nature 
et  de  l’élcndue  des  intégrales  qui  en  résultent,  sortent  des 
limites  que  j’ai  dû  me  prescrire  ; je  n’ai  voulu  seulement  que 
marquer  la  place  de  ces  nouvelles  recherches  (*). 


Application  dn  calcul  intégral  à la  théorie  des  snites. 

423.  L’intégration  des  différeniielles  à une  seule  variable 


( * ) On  troiiTcra  plus  de  détails  dans  le  Traité  in-4*’»  tome  lit,  cliap.  8. 
J'ohserrcrai  seulement  que  le  Calcul  aux  différences  mêlées,  indiqué  d'abord  par 
Condorcet,  traité  ensuite  par  MM.  Laplace,  Paoli  et  Pois.con,  répond  h des  ques- 
tioiis  de  Géométrie  résolues  anterieuremont  par  Euler,  qii'cnsuile  M.  Rabhage 
s'est  occupé  de  ces  questions  et  de  celles  qui  sont  comprises  dans  renoncé  du 
numéro  précédent,  en  les  présentant  comme  une  nouvelle  branche  d'analyse 
qu'ilnommc  Calcul  des /onctions  {^voj.  les  Transacl.  phit.,  années  i8ï5 — 16 — 17, 
et  un  article  fort  étendu,  inséré  par  Au(*ustu8de  Mor|jan  dans  VEncjclopttdia 
Mrtiopoluana).  Cet  écrit  de  M.  Aucustus  do  Morgan  renferme  do  nombreux  rap- 
prochements entre  le  calcul  des  Jonctions  et  les  hautes  brunclies  de  l'aualyse. 
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ayant  conduit  à des  séries,  on  en  a conclu  qu’on  pouvait  re- 
présenter une  série  par  une  intégrale  ; et  comme  on  a des 
méthodes  pour  calculer,  au  moins  par  approximation,  la  valeur 
d’une  intégrale  entre  des  limites  données  (*),  on  a cherché  à 
remonter  d’une  série  à l’intégraie  dont  elle  est  un  des  déve- 
loppements. C’est  par  ces  considérations  qu’Eulera  créé,  pour 
la  sommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme  général, 
des  méthodes  très-ingénieuses  dont  voici  quelques  exemples. 

Soit  d’abord 


a 3 9.  a H-  (3 

Ç X H Ç x'. 

a+u  7.0  + 0 


na  -4-  P 
no  b 


X*  -t-  etc. 


la  série  proposée;  on  multipliera  par px"^  les  deux  membres  de 
l’équation 


« 


a-4-8  2a-f-8  . «a-t-S 

K X H j x\..-{ y X”, 

a + b 70+  b no  + b 


et  passant  ensuite  aux  différentielles,  on  aura 

+ I p[n+  r)[nn+^]x'^'-'(\x 

” a + b " ' no  + b 


Le  facteur  na  + b disparaîtra  du  dénominateur  du  terme  géné- 
ral, et  par  conséquent  de  tous  les  autres,  si,  quelle  que  soit  n, 
on  a p(n-{-r]  = na  + b : on  fera  donc  np  = na,  rp  = b, 
d’où 

b 

p — O,  r=-, 

^ a 


ce  qui  donnera  l’équation 


= (a  4- (2a p)x  " 


. -1-  («a  d-  ^)x 


"—1-4-- 


dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  dénominateurs. 
De  nouvelles  opérations,  semblables  à la  précédente,  feraient 
disparaître  les  facteurs  qui  resteraient,  si  le  dénominateur  en 
contenait  plus  d’un. 


( *)  y O/,  la  noie  de  la  pajjc  53. 
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En  multipliant  la  même  équation  par  px'Ax,  et  prenant  en- 
suite l’intégrale  de  chaque  terme,  il  viendra 


pa  f x'd 


a + b -i-  ra 


b 

H t-r 

a 


le  facteur  du  numérateur  disparaîtra  si  l'on  fait 


d’où  il  suit 


npn  a = na,  ^ pa  = b -r-  ra. 


b 

“9 

n 


= x“  { i . .-t-x"-' 


( 

)> 


et  par  conséquent 


On  tire  de  là 


î/J-=.(J)=J-(^). 


ax 


424-.  Dans  la  série  que  j’ai  considérée  ci-dessus,  le  nombre 
des  facteurs,  soit  du  numérateur,  soit  du  dénominateur,  était 
le  même  pour  chaque  terme;  mais  il  est  une  classe  de  séries 
qu’Euler  désigne  sous  le  nom  A’hypergéométriques , dans 
laquelle  ce  nombre  augmente  d’un  terme  à l’autre  : la  série 


, («  + P)(^=»  + P)  (a4-p)...(/lg-t-p) 

0 4-6  (fl4- 6)  (aa-l- 6)  ’ (a+  b) . . .(na-hb) 

est  de  cette  classe.  On  va  voir  que  leur  sommation  se  ramène 
à l’intégration  d’une  équation  différentielle. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l’équation  ci-dessus 
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\arpx',  et  prenant  leurs  différentielles,  on  obtiendra 

£l.(f£.)  _ p(i  +/•)  (»  + ft) 

d j:  [a+  h) 

. p[«  + /-)  [g  +P)...(«»-t-P) 

[a -i- b).,  .{na + b) 

On  fera  disparaître  le  facteur  na  -\-b  du  dénominateur,  en  po- 
sant 

np  + rp  = na  + b, 

d’où 


np  = na,  rp  = b, 
p=a. 


( 

rt  d \ sx"  / 
dx 


_b 

a 


(g  + P).--(n»-l-P'l 


— X ' 


{a  + b).. .[  (n—  i)  a-hb] 

En  multipliant  ce  résultat  par  px',  et  prenant  l'intégrale  de 
chacun  des  membres,  on  trouvera  l’équation 


pafx'd ( *a:“)  = X 


1 

’ a+  b-hra 

b 

P).  . (na  -t-  P) »-*- - 

( nrt4-  i ■+■  rà)  (a  -f-  6) . , . [ ( « — I )a  4-  6 ] ^ ’ 

et  le  facteur  na  -+-  p disparaîtra  du  numérateur,  si 
npa<t  + pa^  = na-i~  h -i-  ra. 


ou  SI 


I B b 

pz=-,  r=Z 

a a a 


Mettant  ensuite  à pan,  dans  le  second  membre,  le  facteur 

.9 

— -4-1 

commun  x“  , il  viendra 

rt  /*  /3  ^ ^ \ ^ 

(a-t-p)...[(n-l}a4-p]x"-' 

[ a 4-  6 )...[(/(  — I ) a -I-  /<  I 
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La  série  comprise  entre  les  accolades  du  second  membre  de 
ce  résultat  n’est  autre  chose  que  la  proposée  dont  on  a ôté  le 
dernier  terme,  et  à laquelle  on  a ajouté  l’unité  ; on  conclura 
donc  de  ce  qui  précède, 


+ i — 


[g+P).--(ng  + P)  (_ 

{a  + b). . .{na-h  b)  ) 


En  différentiant  celle  équation,  on  la  délivrera  de  l’intégra- 
tion indiquée  dans  le  premier  membre,  et  l’on  obtiendra 
l’équation  d’où  dépend  la  somme  cherchée. 

Cet  exemple  montre  comment  on  opérerait  sur  d’autres  cas 
plus  compliqués  de  la  classe  des  séries  dont  il  fait  partie,  en 
observant  que  chaque  différentiation  offre  le  moyen  de  faire 
disparaître  un  facteur  du  dénominateur,  et  chaque  intégration 
un  facteur  du  numérateur. 


423.  Si  l’on  faisait  abstraction  du  dernier  terme,  on  aurait,  au 
lieu  de  la  somme  particulière , la  limite  de  la  série  considérée 
à l’infini,  ou  la  fonction  génératrice  de  celte  série  ; car  il  est 
visible  que  les  procédés  ci-dessus  sont  inverses  de  ceux  par 
lesquels  on  détermine  les  séries  qui  satisfont  à des  équations 
différentielles  données. 

S’il  s’agissait,  par  exemple,  de  trouver  la  limite  de  la  série 

i = I .r  ~ I . a 4-  1 . 2 . 3 jc"  — etc. , 

on  pourrait  appliquera  cette  détermination  la  première  trans- 
formation du  numéro  précédent,  en  faisant 

a=i,  p = o,  rt  = O,  b — I ; 

mais  on  y parviendra  immédiatement  en  multipliant  par  x les 
deux  membres  de  l’équation  posée  plus  haut,  et  en  les  diffé- 
rentiant ensuite.  On  obtiendra  de  celte  manière 

SX  =:  tx'  — i . 2 .r’  -f-  1 . 2 . 3 .r*  — etc. , 
d(*g:) 

= 1 .2x  — 1 .2.3a;’-*- 1 .2,3.4a;’  — etc.  ; 
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et  multipliant  la  dernière  équation  par  x,  elle  deviendra 

X — = I.2X*  — i.2.3x’+  i.2.3.4x‘  — etc.  ; 
dx  ^ 

dont  le  second  membre  est  évidemment  égala  x — ainsi 

l’on  aura 

xd(ix) 

'*•  — • — i l 


OU 


d,+l(£+2ld, 

X’ 


dx 

X 


L’intégrale  de  cette  dernière  est 


s 


*dx  (285). 


Pour  que  l’expression  ci-dessus  réponde  à la  série  proposée, 
il  faut  que  l’intégrale  s’évanouisse  lorsque  x = o;  et  si  on  la 
prend  jusqu’à  x=  i,  on  aura  la  quantité  correspondante  à la 
série  divergente 


I — i.2-+-i.2.3— i.2.3.4-t-etc. 

426.  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le  moyen  de 
représenter  des  portions  de  la  série 


ûu  h 
dx  I 


d’M  A’ 
d x’  1.2 


etc.. 


en  partant  d’un  terme  quelconque.  Voici  comment  d’Alembcrt 
y parvient,  et  démontre  en  même  temps  le  théorème  de  Taylor 
[Recherches  sur  différents  points  importants  du  système  du 
monde,  tome  1,  page  5o)  ; 

Soit  «'  ce  que  devient  la  fonction  u,  lorsqu’on  y change  x en 
X + A;  en  posant 

«'  = M -H  P, 


et  différentiant  par  rapport  à A,  qui  n’entre  pas  dans  u,  il  vient 


àu'  _ dP 
dA  ~ dA’ 

u'  = 


d’où  P 


u -h 
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d*  u'  d" U 


Ensullc  comm»  ^ ^ (89) , et  que  ^ ^ + V, 

V désignant  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  h,  on  peut  faire 

du'  d « ^ 

en  différentiant  de  nouveau  par  rapport  à A,  on  a 

_ dQ  /•(!»«'  , . 

dA*“dA’ 

«l"  . rd’M'  . rdM'..  d«A  /’/•(!’« 

dT-d]^+j-dr>‘^'‘’  j dÂ-‘^*  = d^T+jj 

, d « A /•  rd’  «'  . , 

Posant  encore 


on  trouve 


d’«'  d’« 

d A’  - ïï;?  “ 


d>M'_dl{  rd’M'j. 

dF-ÏÏÂ’ 

d’«'  __  d>M  rd‘u'  . 
dA’  dx’  J d A*  *’ 

u-=u+^  UpJiL^rrr^^,,, 

dx  I dx*  i.a  J J J dA> 


En  continuant  ainsi,  on  arriverait  à 


= „ + A 
dx  1 


d»u  A» 

dx’  I .2  ' ' ‘ 


+ 


d*~'  « 
dx*~' 


d A" 


d A" 


les  intégrales  étant  prises  de  manière  à s’évanouir  lorsque 
A = O,  parce  que  u'  redevient  u.  ‘ 
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cl*  tt! 

427.  Soit,  pour  abréger,  = H;  on  aura  (242) 


/•HdA* 


r .a.  .\n — i 

[n  — 1)  (n — a) A"~’ 
1 . 2 


A— /iid A - fiifidi, 


fU  h' Ah—  etc.  | ; 


et  U est  facile  de  voir  qu’on  peut  substituer  à la  série  ci-dessus 
l'expression 

I 


1 .3. . . n — I 


/H(/-A)"-‘dA, 


prise  depuis  A = o,  pourvu  qu’on  change  après  l’intégration  t 
en  A ; car  si  l’on  développe  celte  expression,  qu’on  passe  hors 
du  signe  / les  puissances  de  t qui  multiplient  les  différents 
termes,  et  qu’on  fasse  ensuite  r=  A,  on  retombera  sur  la  série 
proposée. 

11  suit  de  là  que 


, Au  h 

u'  =■  U 

Ax  I 


A' U A* 
dar’  1.3 


A"-' 


Ax*~ 


2..  (n  — 1) 


pourvu  qu’on  prenne  l’intégrale  de  manière  qu’elle  s’éva- 
nouisse lorsque  A = o,  et  qu’on  change  ensuite  t en  A. 

d*  uf  d" 

On  peut  dans  celle  formule  remplacer  par  et  si 


l’on  fait,  sous  le  signe  intégral,  t — h = zt,  ou  h = t(t  — z), 
on  aura 


dA  = -fd^,  y’^(/_A)-dA  = -J^ra-d; 


Les  limites  de  l’intégrale  seront  alors  2 = i,  2 = o;  on  la  ren- 
dra positive,  en  renversant  l’ordre  de  ces  limites,  c’est-à-dire 
en  la  prenant  depuis  2 = 0 jusqu’à  2 = 1;  enfin,  sortant  t’  du 
signe  /,  et  écrivant  A au  lieu  de  t,  le  dernier  terme  de  la 
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formule  ci-dessus  deviendra 


1 \ I J — dz. 

1.2.  ..(n  — i)  J dx" 


C’est  Lagrange  qui  a donné  ce  dernier  théorème,  mais  d’une 
autre  manière,  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques, 
a*  édit.,  n°*  35  et  suivants. 

li  s’en  sert  pour  prouver  qu'on  peut  toujours  rendre  ia 
somme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor,  à partir  d'un 
terme  donné,  plus  petite  que  le  précédent.  Soient  M et  m la 


d"«' 


plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  » dans 


l’intervalle  Ae  x k x -\-h;  on  aura 


z"-'dz<M  fz’^'dz 


et  >w/z"-'dz. 


d"  tl* 

si  le  coefficient  différentiel  ne  change  point  de  signe  ou 

ne  devient  point  infini  dans  cet  intervalle  (234).  Entre  les 

limites  données,  les  deu\  dernières  intégrales  sont  — et— ; 

n H 

et  en  prenant  A d’une  petitesse  convenable,  on  rendra  la 
A" 

quantité  M aussi  petite  qu’on  voudra,  vis-a-vis  de 

A»-i  d»  -1 U 

1.2...  (n — i)  dx"~‘ 


428.  C'est  de  cette  manière  que  les  intégrales  définies  ser- 
vent à évaluer  des  quantités  qu'on  obtiendrait  difficilement 
par  d'autres  moyens;  elles  prennent  souvent  des  valeurs  re- 
marquables. 

On  voit  à la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de  l’inté- 


grale 


/Æ"-'  d X 


» rapportés  dans  le  n"  197,  que  ces  expressions 


se  réduisent  à un  seul  terme,  lorsqu’on  les  prend  entre  les  li- 
mites ar=o  et  a-  = i;  et  l’arc  A devenant  égal  au  quart  de  la 
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circonférence,  on  a les  deux  suites 


dx  

TT 

r 2d2  

— 2’ 

2 

J 7«— •*’ 

’ 2’d2  

I .ÎT 

j’  jr’d 2 

2 

y/i  — 2’ 

2.2’ 

J V 1 — 2’ 

3 

‘ 2*  d 2 

1 .3ff 

r x'dx 

2.4 

— 2’ 

9.4.2’ 

J Vl— 2’ 

3.5’ 

‘ 2*d2  

I .3 .5i7 

^ 2’  d 2 

2.4.6 

— 2’ 

2.4.6. 2’ 

J V‘— 2?’ 

3.5.7’ 

’2*d2  

I S.S.’jn 

^ 2’d.r  _ 

2.4.6. 

^ I 2’ 

2. 4-6. 8. 2 

J V^>-2’ 

3.5  7. 

etc. 


desquelles  on  conclut,  en  général, 

/ 

Le  produit  de  ces  résultats  donne  d’abord 

ax^'dx  \ / 

j U 


x^'dx  _ 1 .3.5. . .(ar— i) 
77— "i’  ~ 2.4.6. ..ar 

'x^'~*^‘Ax  _ 2.4-6.  . .ar 

3.5.7. . .(2r+  I) 


2 r -4-  I 2 


En  divisant,  au  contraire,  le  second  par  le  premier,  on 
trouve 


/ 

/ 


y'  I — 2.’ 

x’’'dx 

7i  — 2’ 


2 a.a  4 4-  ■ -ar.ar 

TT  i.3.3.5.5...(2r — i)(ar— i)(2r-4-i) 


Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  membre  de  cetie 
équation,  lorsqu’on  pousse  le  nombre  des  facteurs  du  second 
jusqu’à  l’infini,  ou  lorsqu’on  fait  r infinie,  je  prends  x"  = z; 
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les  liniilcs  de  z soin  les  mêmes  que  celles  dex;  mais  on  a 


t 1 


Le  rapport  des  différentielles  étant  z*'",  approche  d'autant  plus 
de  Z” ou  de  i,  que  le  nombre  r augmente;  et  en  passant  à la 
limite,  on  peut  regarder  ce  rapport  comme  égal  à i ; il  en  sera 
alors  de  même  de  celui  des  intégrales,  puisqu’elles  commen- 
cent et  finissent  en  même  temps  : on  conclura  donc  de  là 

TT  1.3.3.5.5.7.7.9.9.11  etc., 
et  par  conséquent 

K 2.2.4.4-6-6-8.8.IO.IO. 12. etc. 

2 1 .3.3. 5.5.7 .7 .9.  9.  ii.M.etc. 

Cette  expression  remarquable  du  quart  de  la  circonférence  du 
cercle  est  due  à Wallis. 

429.  Une  transformation  de  l’équation 

\ / rx’'-*-'Ax\  I fc 

V^i  — x>  / \J  J > -h  i 2 

conduit  à la  valeur  de  l'intégrale  fé~‘'dt,  prise  entre  les  li- 
mites / = O,  1 = infini,  qui  se  présente  dans  plusieurs  recher- 
ches très-curieuses. 

Si  l’on  fait  x = e~‘i‘ , l’équation  précédente  se  change  en 

fj  ilj  V, 
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posanl  ensuite  q{2r+i)=:i,  et  mettant  dans  le  second 
membre  la  valeur  de  ar  + i,  tous  les  deux  deviennent  divisi- 
bles par  q ; puis  divisant  sous  les  radicaux  par  2ç,  on  obtient 


l’équation  précédente  se  réduit  alors  à 


2 j /e  ‘‘d/{’=^5  d’où  fe  '*d<  = db^V^- 

Mais  / est  infini  quand  x = o,  cl  nul  quand  x=f  : les 
limites  de  celle  dernière  intégrale  sont  donc  l’infini  et  o ; et 
comme  la  fonction  e~‘'  est  toujours  positive,  il  s’ensuit  que  le 
signe  supérieur  répond  aux  limites  o et  l’infini  positif,  et  que 
rinlcgrale  se  double  quand  on  la  prend  depuis  / = — infini 
jusqu’à  t = -t-  infini  : sa  valeur  est  donc  alors 

430.  Laplace,considérant  encore  l’expression  fe~‘  ^ l"dt,  h 

met  sous  la  forme  ft"  pour  l’intégrer  par  parties, 

ce  qui  donne 


t’dl: 


ni  4- 1 


I ( n— m , , 1— m— I 

■'e  ‘ t —[n—m\fe  ' l 


d/j. 


Tant  que  l’exposant  n — m est  positif,  la  partie  délivrée  du 
signe  / s'évanouit  entre  les  limites  / = o et  /=  infini  (99),  et 
il  reste 


, n — m n—m—  I J . 

c *^/"d/=  fe  ‘ t d/, 

la  seconde  intégrale  étant  prise  entre  les  mêmes  limites  que  la 
première. 

Si  l’on  fait  ni  = i , on  aura 


fe-‘'r  d / = d /, 
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et  en  répétant  cette  réduction,  on  obtiendra 


rt  — I n • 


U ' 


résultat  qui  s’évanouit  par  son  coefficient  quand  n = ar — i (*), 
et  qui,  lorsque  n = 2 r,  donne 


Je-''  V'At 


( 2 r — 


(ar— 

Tf 


Il  est  d’ailleurs  à propos  d'observer  aussi  qu'en  posant 


.«4-1 

= X,  on  a 


(\  nt-i-l 

1 ^ 

X j 

les  limites  de  x sont  alors  i et  o,  et  si  l’on  en  change  l’ordre, 
il  faudra  supprimer  le  signe  — . 

En  posant  m = \,  n=o,  on  aura 

1 


431.  Je  vais  encore  rapporter  l’évaluation  de  quelques  autres 
intégrales  qui  présentent  des  conséquences  curieuses  ; je  com- 
mencerai parcelle  de  dx  cosrx,  entre  les  limites  2:  =0 

et  a:  = infini,  due  à Laplace  et  remarquable  par  le  procédé 
employé  pour  l’obtenir. 

En  posant 

- d X cos  rx  = y. 


et  différentiant  par  rapport  à r (281),  on  en  tire 

d I • , 

-f-=—Je  arda'Sinrx; 

(1  r 


(")  L’inlcjîralc  J’e~''t''di  prise  entre  les  limites  > = O,  t = oo  ne  peut  évidem- 
ment jam.sis  être  nulle,  puisque  tous  ses  élémeuta  sont  positifs.  Dans  le  cas 
de  n=7r — i,  le  facteur  numérique  de  l'cipression  obtenue  par  Lacroix  se  ré- 
duit bien  à zéro,  mais  l'autre  facteur,  savoir  J" e~'’  , devient  innni. 

J.  A.  S. 
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puis  en  intégrant  par  parties , relativement  au  facteur 
e~“^'xdx,  on  trouve 


dr' 


X* 

— sin  rx fe 

2rt’  an’"' 


dx  cosrx. 


ce  qui  revient  a 


dy r 

dr 


ou 


II 

d r 


:n-  + 7^^r=o. 


Jorsqu’on  supposer  infini  dans  la  partie  délivrée  du  signe  f. 

L’équation  ci-dessus,  entre  les  variables  / et  r,  a pour  inté- 
grale 

r=Ce  (285), 

C étant  une  constante  arbitraire  qu’on  détermine  par  la  valeur 
que  prend  / lorsque  r=o,  savoir  : 

fe-^'^'dx^^  (429). 

Par  ce  moyen,  on  trouve 

_ r* 

fe  “*^dxcosrx  = — 

aa 


Ici  se  montre  un  nouvel  artifice  d’analyse,  qui  consiste  à 
former,  entre  les  intégrales  et  quelques-unes  des  constantes 
qu'elles  contiennent,  des  équations  différentielles  que  l’on 
puisse  intégrer.  Ce  procédé,  et  des  transformations  très-variées 
et  très-ingénieuses,  ont  considérablement  multiplié,  dans  les 
recherches  de  MM.  Laplace,  Legendre,  Poisson,  Georges  Bi- 
done  et  Cauchy,  les  déterminations  des  intégrales  définies, 
dont  Euler  avait  déjà  montré  de  beaux  et  nombreux  exemples; 
mais  il  reste  encore  à désirer  une  méthode  uniforme  qui  réu- 
nisse en  un  seul  corps  toutes  ces  recherches,  au  progrès  des- 
quelles parait  attaché  maintenant  celui  de  plusieurs  branches 
importantes  de  la  Physique  mathématique. 

432.  Si  l’on  fait  a = o,  dans  / dx  cos  rx  et  dans  sa 
6'  éd.  II.  G 


Digilized  by  Google 


8 a DES  DIFFERENCES 

valeur,  en  observant  que 

,» 

e ^ ^ 

aa  r‘ 

e4“*aa 

ol  que  la  limite  de  e^“'2.a  (99)  est  alors  l’infini,  on  obtient 
fàx  cos  rx=.o, 

entre  les  limites  x = o et  x = infini,  résultat  qu’il  aurait  etc 
difficile  de  prévoir.  En  effet,  on  a,  en  général, 

f dx  cos  rx  = ^ sin  rx  ronst.  (217)  ; 


à la  première  limite,  où  x = o,  la  fonction  sinrx  = o;  mais 
que  devient-elle  lorsqu’on  suppose  l’arc  x infini,  doit-on  alors 
le  regarder  comme  exaclement  égal  à un  nombre  entier  de  cir- 
conférences? C’est  ce  qu’on  ne  voit  pas.  Tout  ce  qu’il  est  per- 
mis d’affirmer,  c’est  qu’aucun  arc  assignable,  quelque  grand 
qu’il  soit,  ne  peut  tenir  la  place  de  x : sin  rx  est  donc,  dans  ce 
cas,  une  quantité  indéterminée.  Il  n’en  est  pas  de  môme  de  la 

valeur  de  fe~“  dx  cos  rx,  à cause  du  facteur  e~“  , qui 

diminue  toujours  à mesure  que  x augmente;  et  puisque  cette 
intégrale,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  a pour  limite 
fà  xcosrx,  la  valeur  de  celle-ci  sera  la  limite  de  cette  de  la 
première. 

On  connaît  encore  d’autres  moyens  de  confirmer  ce  résul- 
tat, auquel  Euler  est  parvenu  en  considérant  l’intégrale 
/ e“*'dx  cos  rx,  k désignant  une  constante  quelconque.  Si  l’on 
Intègre  par  parties,  en  commençant  par  le  facteur  d xcosrx, 
on  aura 


fe  *'dxcosrx=-e  *'sin  rx /e  *^dxsin  rx, 


puis,  en  opérant  sur  dx  sin  rx, 

yc“**dx  sin  rx  = — - e~^’'cos  rx — - f e"  *''dxcos  rx. 
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« sin  rx  — ^ e *'cos  rx. 


^ I + **'  d j;  cos  rx 

et  par  conséquent 

c~*'  (rsin  rx — A"  cos  rx) 


fe  **dxcosrj:: 


Entre  les  limites  ar  = o et  ar  = infini,  l’expression  qu’on  vient 

ff 

d’obtenir  se  réduit  à ^ quantité  qui  devient  nulle  lors- 
que k s'évanouissant,  l’intégrale  proposée  se  change  en 
JAx  cos  rx. 

En  reprenant  l’équation 


fe  *^dxsinrj:= — -e  *'cosra:  — - fe  *^dxcosrj:. 


et  mettant  pour  l’intégrale  du  second  membre  sa  valeur  déjà 
trouvée,  on  arrive  à 


r —kn  e *'{rcos  rx -t- A’sln  rx) 

fe  “dx  sin  rx  = i ; j- '■  t 


t^  + k’ 


^ P 

valeur  qui  se  réduit  a - > quand  on  la  prend  entre  les  li- 

mites X = O et  X = infini. 

La  supposition  de  Ar  = o donne 

/dxsin  rx  — ^t 


autre  résultat  remarquable,  qui  ne  parait  pas  suivre  immédia- 
tement de  l’expression 

/dx  sin  rx  = — i cos  rx  consl. 

433.  La  transformation  des  quantités  réelles  en  imaginaires 
est  un  artifice  d’analj^se  qui  a fait  découvrir  plusieurs  inté- 

6. 
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grales  définies  remarquables.  Nous  emprunlcrons  ici  un  exem- 
ple à Fourier  (*). 

Lorsque  dans  l’intégrale  /e~‘'d/=  tjn  (i29),  on  fait 


. j:(i-t-s/— i) 

1 = P » 

Va 

on  en  lire 

' + V''—  I r J r 

= — dÆr  = Vff; 

Va 

cl  comme 

yC7_ I sin{ar’)  (187). 
on  oblieni  ensuite 

-■  — î- j/d  j:  cos  (ar’) — V — * /da:  sin  (x’)  j = V"* 

Va  ' ’ 

En  Séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  de 
celte  équation,  on  en  déduit  deux  autres,  savoir  : 


d’où 


V5 


l/dxcos  (x’)-t-  /da:sin(a:’)j=  v/iî. 


/dxcos(x’)  — fdxsm{x')  = o, 


fdxcos[x'‘)=  Jdxsm{x’)  = 


les  limites  de  x étant  — l’infini  et  + l’infini  comme  celles  de  /. 

Il  faut  observer  que  cet  artifice  a été  employé  surtout 
comme  moyen  de  recherche,  et  qu’on  s’est  attaché  à en  véri- 
fier les  résultats  : ceux  que  je  viens  de  rapporter  sont  connus 
d’ailleurs. 

434.  La  continuité  qui  existe  entre  les  diverses  valeurs  que 
prend  une  intégrale,  en  raison  de  celles  qu’on  assigne  aux 
quantités  dont  elle  dépend,  a donné  lieu  d’appliquer  les  inté- 
grales définies  à l’interpolation  des  suites  (388). 


( ■ ) Théorie  de  ta  Chaleur^  p.  53a. 


Digitized  by  Gopgle 


KT  Dl-N  SÉRIES. 


85  • 


Lorsqu’on  fail»i  = o,  dans  le  développement  de  f ar”dr  (Ir)* 
(208),  et  qu’on  prend  celle  intégrale  entre  les  limiiesx  = o 
et  = I,  pour  lesquelles  la  partie  délivrée  du  signe  f,  com- 
posée de  termes  de  la  forme  s’anéantit,  parce  que  rest 

positif  comme  n (99),  il  ne  reste  que  le  dernier  terme,  et 
l’on  a 

/dx(lÆ-)"  = ±i  .2.3. . .n, 

• 

-t-  quand  n est  pair  et  — dans  le  cas  contraire.  On  évite  celle 
distinction  en  donnant  le  signe  — à \x,  ce  qui  change  l’équa- 
tion ci-dessus  en 


fdx[—lxy‘=fdx  ^ =i.a.3...n, 
résultat  qui  s’obtient  tout  de  suite,  en  observant  que 

fdx{\^ÿ=x{\iy+nfdx(\iy 


et  qu’entre  les  limites x = o,  x=  i,  on  a seulement 


/dx(|i)'=«/dx(|l)"".  . 

On  pourra  donc  regarder  l’intégrale  fdx  ^1  comme  expri- 
mant le  terme  général  de  la  série  des  produits 

I,  i,  1.2,  1.2.3,...,  1.2.3,.,.,  «,  etc., 

correspondant  aux  indices 


O,  I, 


3, , n,  etc.; 


et  en  effet  elle  en  a toutes  les  propriétés  connues  pour  les  va- 
leurs entières  de  re  (*).  En  donnant  donc  à cet  exposant  des 
valeurs  fractionnaires  ou  même  irrationnelles,  on  introduirait 
dans  la  série,  des  termes  intermédiaires  assujettis  à la  même 
loi  que  les  autres. 


( * ) Pour  voir  comment  )c  premier  terme  do  la  suite  supérieure  correspond  à 
zéro  dans  la  suite  inférieure,  il  faut  faire  « = n duns/d  j:  • qui  devient 

alors  /d  X = r • , dans  les  limites  prescrites. 
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Le  cas  où  « = 


1 

2 


csl  des  plus  remarquables  ; car 


(WO). 


Vandermonde  el  Kramp  avaient  proposé,  il  y a longtemps, 
d’introduire^dans  l’analyse  la  fonction  qui  représente  le  terme 
général  de  la  série  ci-dessus,  comme  exprimant  un  nouveau 
genre  de  quantités  transcendantes,  douées  de  propriétés  re- 
marquables par  leur  analogie  avec  celles  des  puissances;  et 
depuis,  Legendre,  s’attachant  à leur  expressiôn  en  intégrales 
définies,  en  a déduit  beaucoup  de  relations  très-utiles,  en  a 
calculé  des  tables  numériques  fort  étendues,  et  les  a dési- 
gnées par  la  caractéristique  r,  en  posant  pour  définition 


r (ij-t- 1)  = «r  (/»), 

en  sorte  que 

r(„,=j['d.(|irn. 

435.  L’expression  de  ^ trouvée  dans  le  n"  428,  entre  dans 

une  formule  donnée  par  Stirling,  pour  calculer  la  somme  d’une 
suite  de  logarithmes  appartenant  à des  nombres  en  progres- 
sion par  différence,  et  à laquelle  on  peut  parvenir  comme  il 
suit.  I 

Par  le  n“  41 1 , on  a 


Su 


I - . I h du 

y JUdX-\--U-\ -r- 

/!•'  2 1 2 d X 


A*  d^  U 

i — : -h  etc.  -t-  const.; 

720  (Ijt* 


etsil’onfait«  = lxetA=i,  en  observant  que  fdxlx  = xlx — x 
(208),  on  obtiendra 


Sljr=j;lx  — x-\ — Ix-i 

2 12  a: 


36oj:’ 


-f-  etc.-t-fo/w/. 


On  ne  saurait  déterminer  la  constante  en  faisant  ar=i, 
parce  que  la  suite  des  coefficients  numériques  finit  par  être 


( ’ ) Vax.  lu  Traité  in-  t.  III,  |>.  4<  i,  48<- 
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divergente  : on  a recours  à l’expression  de  w du  n®  428.  En 
passant  aux  logarithmes,  et  s’arrêtant  au  nombre  pair  nx  dans 
le  numérateur,  on  obtient 


^'^+^'4“l-2l(>+al8-(-2lio...4-2l(2r— 2)+laj; 

— ’13 215— 2I7— 2I9... 2l(2X— 3)  — 2l(2X— i); 

et  en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x infini,  on 
trouve,  par  le  moyen  de  l’expression  précédente  de  Six, 


Il  -|-l2  + 13-f-14.  • -t-lax  = CO  nsi. 

l2+14+16...+l2x=Slx+xl2  = CO/M/.  4-  ^ X -4- — ^ 

+ xla  — X. 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde,  il  vient 


Ii+|2  4-13-(-I4.  .4-Ix  = const. 


1 X — X, 


1 2 X — 2X, 


Ix 


Il  4-13  + 154-17. ..4-l(2x — i)=xlx  + + — X, 

d’où  l’on  conclut 


2l2+2i4+2l6.  ..+  2I  (ax 2)  + I 2X 

— all  213  — 2I5... 2l(2X— 3)—  2l(2X—  1) 

=1  1 const.  +2  ^X  + lx+  2xl2— 2X  — 1 2X 

2Xlx  — 2 ^X+^j  l2  + 2x; 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à 
lir  — I?,  on  obtient,  après  la  réduction  du  second, 

Ijt  — 12  =7.  const.  — 2 12, 

d’où 

co/i*/.  = i (1,7  + 12)  = I 1 
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résultat  bien  remarquable,  et  d’après  lequel  on  a 


Slx  = ilztr  + xlx  — x-i — lx-4-  , -+■  etc., 

On  rendra  cette  équation  propre  à un  système  quelconque  de 
logarithmes,  en  multipliant  par  le  module  les  termes  dans  les- 
quels il  n’ehtre  point  de  logarithmes  (*). 

Pour  en  donner  une  application,  je  rapporterai  le  calcul 
qu'Euler  a fait  de  la  somme  des  logarithmes  des  looo  premiers 
nombres  des  tables,  c’est-à-dire  de  la  valeur  de 


Il  -f  la  -h  13. ..  .-H  I looo. 

La  caractéristique  1 désignant  des  logarithmes  ordinaires,  le 
module  sera,  pour  abréger,  représenté  par  M ; et  si  l’on  fait 
X = looo,  on  trouvera 

Xlx  = 3000,0000000000000 

-J-i.  lx=  I ,5000000000000 

2 


-)--l2ir=  0,3990899341790 

2 

— Mx  =—  434  >*9448  >90325 18 
=4-  o,oooo36igi2o68 

I2X 


M 


36oj 


o , ooooooooooo I 2 


résulmt 2567,6048442221328 


(*}  Lorsqu’on  passe  des  logorithmes  aui  nombres,  celte  équation  donne 


I .a. 3 .x  = . X 

en  représentant,  pour  abîmer,  par  z la  série 
I I 


lax 


-etc.; 


et  comme 


î— -HClr.  (S7), 

I 1 1.1.3 
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mais,  suivant  la  notation  du  n° 

Il  -t-la  4- 13. . .4-iiooo  = Il  .2.3. . . 1000  = i[iooo]'"‘; 
on  aura  donc 


i[iooo]'‘**  = 2567,6046442221328. 

On  apprend  par  là  que  le  nombre  [looo]'”*,  dont  le  calcul  est 
presque  impraticable,  doit  avoir  2568  chiffres,  et  que  les  sept 
premiers  chiffres  sur  la  gauche  sont  4023872,  en  sorte  qu’il 
est  compris  entre  les  nombres  qui  résultent  de  4023872  et  de 
4023873,  suivis  chacun  de  2661  zéros.  Cette  connaissance  suf- 
fit dans  beaucoup  de  recherches  où  l’on  ne  demande  que  les 
rapports  des  produits  de  grands  nombres  ; et  dans  ce  cas,  la 
valeur  approchée  de  ces  rapports  devient  précieuse  par  l’im- 
possibilité où  Ton  est  d’effectuer  les  calculs  nécessaires  pour 
arriver  à la  valeur  exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  présente 
alors  un  obstacle  aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d’ex- 
primer rigoureusement  une  fonction  transcendante.  Laplace  a 
beaucoup  étendu  cette  recherche,  dont  les  applications  sont 
très-fréquentes  dans  le  Calcul  des  probabilités, 

à36.  Les  intégrales  définies,  donnant,  comme  on  vient  de  le 
voir,  des  sommes  de  séries,  ont  été  employées  avec  succès 
par  MM.  Laplace,  Parceval,  Fourier,  Poisson  et  Cauchy,  pour 
exprimer  les  intégrales  des  équations  différentielles  partielles, 
telles  que  celle  du  n°  352,  qui  ne  peut  pas  s’intégrer  en  termes 
finis. 

Laplace  a reconnu  que  la  série 

2 = ?W  + ?"(^)7  + ?”W-j^+  etc.. 


si  Ton  développe  les  puissances  de  s suivant  celles  de  x,  on  trouvera 

. 1 I i3f) 

— t ^ “üô  t “ ë“o/  i “h 

i:ix  5i84ox* 

résultat  qui  s’accorde  avec  la  formule  de  la  pa{rc  119  de  la  Tht’orie  anaiy tique  des 
prohabiütést  par  Laplace. 
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obtenue  dans  le  n“  353,  n’ctail  que 
légrale 


le  développement  de  l'in- 


fe  ' d/()>  (x-f-a/ v^), 

prise  par  rapport  à t,  entre  les  limites  t = — infini  cl  /=-)- in- 
fini, la  fonction  ^ étant  arbitraire.  C’est  ce  dont  il  est  facile  de 
s assurer  comme  il  suit. 

En  développant  y(ar4-2<v5')>  par  le  théorème  de  Taylor, 
on  a premièrement 

fe dt fix -h  2 tiJJ-) 


— ‘d/-i-*|  if  [x)fe  ^'.2ldt 


(1/ 


■J-*  * 1 

rrX4  '6  /'d<  4-  etc. 

Secondement,  les  intégrales  qui  restent  dans  le  développe- 
ment, s évanouissent  pour  tous  les  exposants  impairs,  et  dans 
le  cas  contraire,  sont  égales  à 


1.3.5. 


2' 


ar  — 


(V30). 


a cause  qu’elles  sont  prises  entre  les  limites  — infini  et  -i-  in- 
fini. En  substituant  ces  valeurs,  et  renfermant  dans  la  fonction 

arbitraire  y (ar)  le  facteur  constant  y'ir,  on  trouve  précisément 
la  série  proposée  : l’équation 

d’ s d 3 

dx^  dr* 

a donc  pour  intégrale 

•2  = d -4-  2/  ^y). 
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Cette  intégrale  se  vérifîe  aisément.  On  obtient  par  la  dilTé- 
rentiation  sous  le  signe  (281), 

^ 2 / \/j)  . 


= ^ e-‘\'{x-h2t  vy)  4-/e~'‘d  t<f"(x+  2t  ijÿ), 

2 VT 


en  intégrant  par  parties,  relativement  au  facteur  e '*rd/;etsi 
l’on  suppose  la  fonction  <f'  {x-\-  2t\Jy)  telle  que  son  produit 

par  e~‘’  demeure  nul  lorsque  t = inflni,  ^ prendra  la  même 

, d*2 

valeur  que 


437.  Lorsqu’on  a intégré  l’équation  différentielle  partielle 
d'un  problème,  il  reste  encore  à déterminer  les  fonctions  ar- 
bitraires introduites  par  cette  opération,  ce  qui  présente  sou- 
vent de  grandes  difiicultés.  Fourier  les  a d’abord  évitées,  dans 
ses  recherches  sur  la  chaleur,  en  employant,  au  lieu  des  inté- 
grales avec  des  fonctions  arbitraires , des  développements 
comme  ceux  que  j’ai  indiqués  dans  le  n°  352,  qui  sont  formés 
d’un  nombre  indéfini  de  termes  contenant  des  coefficients  et 
des  exposants  arbitraires  (*).  La  détermination  de  ces  quanti- 
tés, d’après  des  conditions  données,  l’a  conduit  à des  transfor- 
mations qui  paraissent  acquérir  beaucoup  d’importance  pour 
la  solution  des  questions  physico-mathématiques,  et  dont,  par 
cette  raison,  je  vais  donner  une  idée. 


(*}  L'équation  dont  Fourier  s'occupe  on  premier  lieu,  revient  à 
A*  s AU 

-p-,  , = n,  ou  r-ft  = o, 

dx’ 

et  par  le  I » on  trouve  pour  son  intégrale  complète 
« = 9 [r  — -+-fi(r-i-x\/—  i). 

{Thsonc  de  ia  Chaleur,  p.  iCî  et  207.) 
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Je  prendrai  pour  exemple  l’équation 

d’ ï d 2 

da:’  d^"’ 

déjà  traitée  (352  et  436).  En  posant  z = Ae^^sin  nx,  on  la  ré- 
duit aisément  à — n'—m,  ce  qui  donne  l’expression  indéfinie 

a = Ae~"’'^sin/fcr-t- A,e~"*^sinn,jr  -t-etc.  (*). 

Cela  posé,  si  la  valeur  de  z devait  en  outre,  lorsque  y — o, 
se  réduire  à une  fonction  donnée  f{ar),  cette  condition  exige- 
rait une  détermination  des  coefficients  n et  A,  telle  que 

f(x)  = A sin  A,  sin  A,sin  n,x-^  etc., 

ce  qui  revient  à transformer  la  fonction  f(x)  dans  une  série 
ordonnée  suivant  les  sinus  des  multiples  de  l’arc  x. 

On  trouvera  sans  peine  que  l’équation  différentielle  proposée 
admet  encore  le  développement  indéfini 

2 = A cos  nx  -f-  Al  e~”'^  cos  n,x  -t-  etc. 
et  la  condition  à remplir  serait,  dans  ce  cas, 

f(x)  = A cos  nx  ■+■  Al  cos  «1  a:  -h  A,cosn,a:  -i-  etc., 

c’est-à-dire  la  transformation  de  f(ar)  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  cosinus  des  multiples  de  l’arc  x. 


(*)  Ce  déTeloppemcnt  est  implicitement  compris  dans  celui  que  j’ai  donné 
11°  3H9.  Pour  l'eu  faire  sortir,  il  suffit  de  changer  à l'endroit  cité  n en  — n',  ou 

l/ë  en±iiy/ — i,  puis  A en  ± — , ce  qui  donne  pours  les  deux  espressions 

V—' 

A **  A r 

dont  la  somme 


Il  en  est  de  meme  pour  tous  les  autre-  ternu^s. 


sin  ar 
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On  connaissait  déjà  plusieurs  développements  de  cette  es- 
pèce : Euler  avait  remarqué  que 

ijr=sind?  — - sin  aa; -t- 4 sin  3x  — etc.  (*) 

2 2 3 


(IVovi  Comment.  Acad.  Petrop.,  t.  V,  p.ao4),  formule  qui  ré- 
sout le  problème,  lorsque  f(x)  =x,  puisqu’on  en  déduit 


x=  2s\nx sin ax  4-  ^ sin  3x — etc. 

a 3 


= A sin  nx  + A',  sin  n,x  4-  A,  sin  -f-  etc. 


(*)  Celte  série  est  rapportée  dans  le  Traité  P*  9Î  » Toici  le 

moyen  employé  pour  y panrenir.  La  formule 

U li*  U®  _ 

l(i-t-ii)= --- M-etc.  (2.0), 


lorsqu'on  y chango  u en  a donne 

i(i+»-)  = 


I ' ■ ’ » * 


-etc.; 


et  par  la  aoustraction,  oo  en  déduit 

i(>+“)-‘('+»-)='r:S^='“ 


Faisant  alors  B = d'où  il  suit  Ih  = i , 


_ U—  = e— = 2 ^ siii  mx, 

on  aura,  par  la  substitution  de  ces  valeurs, 

(sinx  sinax  sinSx  \ 

“‘'j’ 

et  par  conaéquent 

-x=.  sin  X sin  ax  -f--ain  3x  — etc. 

2 ' 2 i 

De  plus,  comme  x*  = 2 fxàx.  x*  = 3f  x*dx,  etc.,  on  remonterait  sans 
peine  aux  puissances  supérieures  de  x,  ainsi  que  Daniel  Bernoulli  l’a  fait,  mais 
pour  un  but  différent,  dans  les  Novi  Comment.  Acad.  Petropolilam*,  ann.  1772, 
paee  g. 
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/»  = I , rt,  = 2,  ' n,  = 3,  etc., 

2 2 2 

A = ->  A,  = î A,  = -5»  etc., 

I 2 3 

Z = 2 sinar  — i e“^’sin  2x  + ^ ^9^’sin  3a:  — ctc.^ 

438.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  autres  cas  particuliers; 
nous  passerons  au  problème  plus  général:  exprimer  une  fonc- 
tion quelconque,  par  une  série  formée  de  sinus  ou  de  cosinus 
des  multiples  d’un  arc.  Les  recherches  sur  le  système  du 
monde  avaient  conduit  Euler,  dès  1748,  à s’occuper  de  ce  pro- 
blème ; puis  Clairaut  l’énonça  d’une  manière  fort  étendue 
[Mém.  de  l’Àcad,  des  Sciences,  année  1754,  p.  545),  et  en 
donna  une  solution  très-ingénieuse  (*).  Fourier  y fut  conduit 
aussi  dans  sa  Théorie  de  la  Chaleur;  mais  le  procédé  qu’il  em- 
ploie pour  opérer  ces  développements,  et  que  nous  allons 
suivre,  se  trouvait  déjà  à la  p.  11 5,  du  t.  XI,  des  Nova  acta 
Acad.  Petrop.  (imprimé  en  1798),  comme  l'a  remarqué  M.  Ja- 
cobi.  Euler  n’applique  ce  procédé  que  sous  la  condition  qu’on 
s’est  assuré  a priori  que  la  fonction  est  développable  dans  la 
forme  assignée,  et  nous  ferons  la  même  hypothèse. 

Soit  premièrement 

f (x)  = a,  sin  x-t-  a,  sin  o.x  -\-a,  sin  3x  -t-  etc., 

où  les  multiplicateurs  de  l’arc  x sont  la  suite  des  nombres  na- 
turels. 

En  changeantx  en  t dans  cette  équation,  multipliant  ensuite 
les  deux  membres  par  d / sin  nt,  et  prenant  les  intégrales  depuis 
/ = O jusqu’à  t~it,is  désignant  la  demi-circonférence,  on  aura 

f{[t)At  sin  nt  = a,fdt  sin  nt  sin  nt-^-a,fd  t sin  2 1 sin  nt. . . 

■+■  amfdt  sin  ml  sin  nt  ■+■  etc. 


(*)  Voy.  aussi  le  Traite  in* t.  Il,  p.  «ii. 
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/<! /sinffi/ sin  nt  = ^/d/cos  (m  — n]t  — ^/d/  cos (m  + n]t 
sin(m — n)/  sin(m-t-  n)t 

expression  que  les  limites  o et  ir  rendent  nulle,  tant  que  n, 
supposé  toujours  un  nombre  entier,  diffère  de  m.  Ainsi,  pour 
chaque  valeur  assignée  à n,  tous  les  termes  de  la  série  précé- 
dente disparaîtront,  excepté  celui  dont  l’indice  est  égala  cette 
valeur.  Sa  seconde  partie  disparaît  encore,  mais  la  première, 

qui  se  présente  alors  sous  la  forme  a pour  vraie  valeur  ^ et 
devient  entre  les  limites  de  l’intégration  ; on  aura  donc 


f(/)  dr  sin  nit  = 

O 


et  par  conséqueiu 


fidf  sin  mt. 


De  cette  manière,  chacun  des  coefficients  a,,  a,,  etc.,  est  ex- 
primé par  une  intégrale  définie  prise  entre  les  limites  o et  w, 
et  l'on  a,  pour  le  développement  cherché, 

If  (x)  = - 1 sinx/f(/)d/sin/-t-sin2Æ-/f(/)drsin2/... 

4-  sin  mx /f{/)d/  sin  ml  + etc.  {. 


Quand  f ( x)  = x,  il  vient 
/f(/)d/sin  mt  = f lit  sin  mt 


t cos  mt  » n. 

1 /df  cos  mt 

m m 

/ cos  mt  sin  mt 
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et  entre  les  limites  o et  « , cela  se  réduit  à 


JT  cos /nie it  ( — i)" 

m m 


Donnant  ensuite  à m les  valeurs  i,  2,  3,  etc.,  et  supprimant ?r, 
qui  est  facteur  commun  des  deux  membres,  on  trouve  le  dé- 
veloppement particulier 


x — 3 ( sin  X — - si 

\ 2 


sin  2x  -H  2 sin  3x 


— etc.  ^ 1 


rapporté  dans  le  numéro  précédent. 
W9.  Soit  encore 


f (x)  = a,  cos  ox  4-  a,  cosx-t-fli  cos  ax  H-  etc.; 

remplaçons  x par  /;  multiplions  par  d/  cos  ni,  et  prenons  les 
intégrales,  depuis  / = o jusqu’à  / = tt  ; nous  aurons 

f{{t)dtcosnt=^a,fdtcosotcosnt-ha,fdt  cos/cos  ni. . . 
-f-a«/dr  cosOT/ cosn/ + etc., 

puis 

Jdt  cos  ml  cas  ni  =^fdtcos{m — n)f-4--/dr  cos  {m  + n)l 

sin(m  — w)r  ^ sin(m-f-n)<^ 
n(m  — n)  7.{m-k-n] 


expression  que  les  limites  o et  jr  font  évanouir,  à moins  que 
n = m.  Pour  ce  cas,  la  vraie  valeur  de  son  premier  terme 

éunt  - , il  s’ensuit 

a 


a«  = 


cos  ml. 


Il  faut  cependant  excepter  de  ce  résultat  le  premier  terme 
de  la  série  ci-dessus,  pour  lequel  n — o donne  seulement 


dl  = a,j'  dl  = a,Tz, 
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d’où 

f(0dr. 

Il  résulte  de  là  que 

f(x)  = i/f(0d/ 

2 r cosx yf(/)d/  cos  t H-  cos  2x  f[{  /)d/  cos  2/. . .T 
^ ir  L +cos/Mx/f(/)d/cos/n/-t-elc.J’ 

les  intégrations  étant  effectuées  entre  les  limites  o et  ir. 

Ces  expressions  sont  susceptibles  de  discussions  très- 
délicates,  relativement  à leur  étendue.  Ce  n’est  pas  ici  le  lieu 
de  s’arrêter  sur  ces  détails,  mais  je  les  ferai  au  moins  pres- 
sentir, en  indiquant  la  marche  des  valeurs  des  deux  membres 
de  l’équation 

1 I . . * 1 O 

- X = sin  X sin  2x  -1-  sin  3x  — etc. 

2 2 3 

Ils  s’anéantissent  quand  x = o ; et  si  l’on  fait  x = - on  en 

2 

tire 

I III 

7ir=I  — ô+r 1~  etc., 

4 357 

valeur  bien  connue  (38).  Mais  lorsqu’on  suppose  x = ir,  ce  qui 
donne  J TT  pour  le  premier  membre,  le  second  s’évanouit;  il 

en  est  de  même  pour  la  valeur  x = — ir,  en  sorte  que  le  déve- 
loppement n’est  exact  qu’entre  les  limites  x =±  w exclusive- 
ment, c’est-à-dire  que  les  valeurs  de  ^ et  de  — ^ n’y  sont  pas 

comprises. 

Si  l’on  fait  ensuite 

X = jr  -h  r, 

le  développement,  devenant 

I . I . „ 

— sin  >• sin  2r  — ô sin  ’r — etc., 

■ 2 • 3 ' 

O'êd.  II.  - 
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ne  répond  plus  au  premier  membre,  qui  esl  ^ (w  ) ; mais 
si  l’on  change  x en  w — il  viendra 

^ (tt  — j)  = sin  j-i-  ^ sin  2r+  ^ sin  3j-h  etc., 

ce  qui  montre  que  le  premier  développement  en  y donne  la 
valeur  de  l’arc  négatif  ^ — n),  en  exceptant  toutefois  le  cas 

où/=o.  * 

Il  faut  encore  observer  que  le  développement  de  ^ x donne 

immédiatement  celui  de  la  fonction  ax  -+-  b,  qui  exprime  l’or- 
donnée d’une  droite  quelconque;  mais  tandis  que  la  fonction 
représente  la  droite  dans  toute  son  étendue,  le  dé>elop[)ement 
en  sinus  ne  répond  qu’à  la  portion  comprise  entre  les  ab- 
scisses -1-  rr  et  — TT,  exelusivenienl.  On  peut,  en  changeant  de 
variable,  comme  on  le  verra  plus  loin  (à42),  passer  à d’autres 
limites,  mais  on  n’obtiendra  jamais  qu’une  portion  de  ligne 
droite. 

ül.  Les  développements  (A)  et  (B)  paraissent  devoir  repré- 
senter respectivement  deux  espèces  de  fonctions.  Le  premier, 
dont  tous  les  termes  changent  de  signe  avec  l’arc  x , répond 
aux  cas  dans  lesquels  f(a;)est  une  fonction  qui  Jouit  de  la 
même  propriété,  et  que  l’on  nomme  fonction  impaire,  à cause 
(jue  si  elle  était  développée  suivant  les  puissances  de  x,  elle 
n’en  contiendrait  que  d’impaires. 

Le  second  développement,  ayant  la  propriété  contraire,  celle 
de  conserverie  même  signe,  quoiipie  celui  de  x change,  serait 
particulièrement  applicable  aux  fonctions  paires  ; mais  l’un  et 
l’autre  ne  sont  encore  que  des  séries  qu’on  peut  remplacer, 
comme  on  va  le  voir,  par  une  nouvelle  intégration  définie. 

Pour  cela,  commençons  par  les  réunir,  en  observant  qu’une 
fonction  quelconque  F (x)  peut  être  décomposée  en  deux  par- 
ties, l’une  paire,  c’est-à-dire  telle,  que  si  on  la  représente 
par  7 {x),  on  ait  <p  (x)  = ç (—  x),  l’autre  imiiaire,  ou  telle,  qu’en 
la  désignant  par  (x),  il  vienne  iji  (x)  = — i}!  ( — x).  En  expri- 


Digilized  by  Google 


ET  DES  SERIES.  99 

manl  la  première  par  la  série  (B),  la  seconde  par  la  série  (A), 
el  prenant  leur  somme,  on  aura 

^ a r cosx  (r)d<  cos  / -t-  cos 2 a:  cos2/  -+-  elc.'l 

n L-+-s*n  sin  / -H  sin  2jr/-Ji(/)  d/  sin  2/  -1-  etc.  J ’ 

les  limites  de  ces  intégrales  étant  encore  o et  jr. 

On  peut  les  étendre  de  — ir  à -t-rr,  pourvu  quo  l’on  double 
le  premier  membre, .parce  que  la  fonction  ç ( /)  étant  paire,  pas- 
sera de  O à —it,  par  les  mêmes  valeurs  que  de  o à ir,  ainsi  que 
les  cosinus.  A la  vérité,  la  fonction  ^jl(/)  aura,  dans  ces  inter- 
valles, des  signes  différents;  mais  comme  elle  est  toujours 
multipliée  par  un  sinus  qui  change  de  signe  en  même  temps, 
le  produit  conservera  le  même  : le  résultat  total  sera  donc 
doublé;  ainsi,  en  prenant  les  intégrales  de  —«à  -t-w,  on 
écrira 

2K(x)  = i/y(/)d/ 

77 

2 r cosx J'y(/)d/cos/  -hcos2x _/ij>(/)d/  cos2/  + etc."] 

TT  (_-t- sin  X y’i}i{/)d/ sin  / -i- sin  2x /■{{t)  d/  sin  2/  -t-  etc.  J 

Il  faut  maintenant  introduire  la  fonction  proposée  F (x)  à 
la  place  des  fonctions  ç et  ij/,  ce  qui  se  fait  aisément,  quand 
on  observe  que 

jf^%(/)d/  cos  mt,  J ç(/)d/sinm/ 

sont  toujours  nulles,  parce  que  la  différentielle  à intégrer  est 
le  produit  de  deux  facteurs  dont  un  seul  change  de  signe 
avec  /,  savoir:  if  (/)  dans  la  première,  et  sin  mt  dans  la  se- 
conde. Par  là  on  peut,  sans  troubler  le  dernier  développement, 
y ajouter  les  termes  que  fournissent  les  expressions 

cos  mx  fif  (/)d/  cos  mt,  sin  mx  J'o[t)dt  sin  mt  : 

alors,  en  multi|iliant  les  deux  membres  de  l’équation  par  tt,  et 

7- 
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les  divisant  par  2,  on  obtiendra 

-t-  cos  X f[<f  (<)  + ^}l  [t)]dl  cos  l ■+■  etc. 

+ sin  X + '!<  sin  / + etc. 

et  par  conséquent 

^F(:c)  = ^fF{t)di 

-4-  cosx yF(/)d/  cos  / + cos  zx fF{t]dt  cos  2/  .4-  etc. 

4-  sin  X JF{t]At  sin  t 4-  sin  2X /F(r)dt  sin  2/4-  etc. 

Le  signe  y ne  se  rapportant  qu’à  la  variable  l,  on  peut  faire 
passer  dessous  les  facteurs  en  x;  et  comme 

cos  X cos  t 4-  sin  X sin  r , = cos  (x  — t), 
cos  2x  cos  2/  4-  sin  2x  sin  = cos  2 {x  — /), 
etc., 

l’équation  précédente  peut  être  réduite  à 

ttF{x)  = F(r)d/|-^4-cos(x— f)+cos2{x-0  + etc.|• 

On  l’abrège  encore  en  écrivant 

7tF(x)=  J'  F(/)d/ 1^4-Scos/n  (x-o|. 

la  somme  S étant  prise  depuis  m = 1 jusqu’à  m=:inlini,  et 
comprenant  les  deux  valeurs  extrêmes  (♦). 

H2.  On  peut  donner  à l’intégrale,  des  limites  quelconques, 

ttx' 

au  lieu  de  »r  ; il  suffit  pour  cela  de  changer  x et  / en  — cl  — ; 

faisant  alors  — = — w,  — = 4-  tt,  les  limitq^  de  t'  seront  — n 
a a 

{ * ) C’esl  coiiforménienl  à lu  dislinctîon  otabU«  dans  le  n®  400,  d après  Euler 

( Intt  Cale,  P.  I*.  cap.  U,  § St))»  ® “ 

<pi*on  trouve  ailleurs. 
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et  +a,  (1/  deviendra  ; on  aura 

€l 

•''  ( v) = ;£  ■'  “ '■’]■ 

Puis  en  supprimant  le  facteur  commun  ir,  ainsi  que  l’accent 
affecté  aux  lettres  x et  /,  qui  n’est  plus  nécessaire,  et  en  écri- 
vant f (x),  f ( /),  pour  F f > il  viendra 

t(x)=  J f(t)d/ [^^-+-Sicos^(x— /)]• 


4i3.  Dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  a n’étant  sou- 
mise à aucune  restriction,  on  peut  la  supposer  infinie,  et  l’on 
obtient  pour  F (x)  une  expression  où  la  somme  S est  rempla- 
cée par  une  intégrale  aux  différentielles.  On  pose  d’abord 


d’où  il  suit 


mn 

a 


9. 


(>»  -H  I 
II 


9- 


•^9 

J 


f(x)=  J f(0<K  [ ^ (osï{x— /)J. 


Maintenant,  plus  a augmente,  plus  ^q  diminue,  plus  la  somme 
S approche  d’une  Intégrale  aux  différentielles  (232)  ; et  pour 
passer  à cette  limite,  il  ne  faut  que  changer  ^q  en  dy,  en  ob- 
servant que  la  variable  y prendra  toutes  les  valeurs  possibles, 
depuis  O jusqu’à  l’infini  : on  aura  donc 

f(x)  = - /f  (f)d//dy  cos  y (x — t), 

TT 

formule  due  à Fourier,  dans  laquelle  l’intégration  relative  à y 
s’étend  de  o à l’infini,  et  l’intégration  relative  à /,  de — infini  à 
-t-  infini. 

Ce  dernier  résultat  se  décompose  en  deux  autres,  quand  on 
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sépare  les  fondions  paires  des  fonctions  impaires.  On  substitue 
alors  à cos  q[x — t)  sa  valeur  cos  qx  cos  ql  + sin  qx  sin  qt,  et 
changeant  l'ordre  des  intégrations,  il  vient 


f(ar)  = - /dg  cos  qxfi[t)At  cos  qt  +-  f diysin  qxf{[t]Als\nqt; 


remplaçant  ensuite  la  fonction  quelconque  f(a:)  par  une  fonc- 
tion paire  ?(-r),  puis  par  une  impaire  en  observant  que 

Xa  P a 

l()(^)drsin  çrf  = O,  I ^[i)dtcosqt=*iP, 

d’après  la  remarque  faite  dans  le  n“  Wl,  on  obtiendra  les  deux 
expressions 

y(x]  = -fdqcosqxf<^(t]Atcosqt, 


= - fdqs'mqx /r|<(/)d  / sin ql, 

ff 

les  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  o et  infini  pour  la 
variable  q,  — infini  et  -+-  infini  pour  la  variable  /. 

MM.  Poisson,  Cauchy  cl  Liouville  ont  étendu  les  for- 
mules précédentes  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  et  y 
sont  parvenus  par  divers  moyens.  Je  renverrai  à leurs  écrits  le 
lecteur  qui  voudra  connaître  les  points  de  vue  sous  lesquels  ils 
ont  envisagé  cette  tliéorie  (*). 

Je  rapporterai  seulement  une  des  manières  dont  M.  Poisson 
a vérifié  a posteriori  \a  formule  principale 

f(x)  = ^ft{t)dlfdq  cos  q(x  — /), 

P inf. 

en  traitant  l dçcosg(^ — /),  comme  la  limite  vers  laquelle 

•/O 

tend  l’intégrale  àq  cos  q{x — /),  à mesure  que  la  quan- 

tité a décroît. 


(*)  Voy.  la  Théorie  de  la  Chalcurf  les  Erercices  d'anatjsc  et  le  Journal  ih' 
Mathcniatiifut  s pures  et  appliquées. 
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Celle  dernière  formule  renlre  dans  celle  du  n“  431,  où  il 
suffira  de  changer  r en  a:  — / cl  en  q,  pour  oblcnir 

(«•-/)»  _ 

fe-‘y  Aq  cos  [x  — t)q=- > 

el  par  conséquent 


■>-0‘ 

Cela  posé,  le  fadeur  e décroît  en  même  temps  iiiic  a 

el  tend  à devenir  nul,  à moins  que  le  numérateur  (j: — f)’de 
son  exposant  ne  soit  d’une  petitesse  comparable  à celle  de  a, 
ce  qui  aura  lieu  lorsque  la  valeur  de  la  variable  t difl'érera  peu 
de  celle  de  x : c’est  donc  seulement  dans  ce  ras  que  l’intégrale 
indiquée  pourra  prendre  une  valeur  assignable.  Pour  la  décou- 
vrir, il  faut  faire  / = x-+-s,  el  supposer  que  la  valeur  de  - de- 
meure dans  des  limites  si  resserrées,  que  l’on  puisse  la  regarder 
toujours  comme  infiniment  petite,  et  qu’il  soit  permis,  en  con- 
sé(|uence,  de  réduire  f(x  -t-  à f (x)  ; il  vient  alors 


ffxl 


Or,  puisque  l’intégrale  comprise  dans  le  dernier  membre 
s’anéantit  aussitôt  (pie  z a une  valeur  assignable,  on  ne  change 
pas  celle  de  celle  intégrale  en  étendant- jusqu’à  l’infini  même; 
mais  entre  ces  limites, 

^ e à Z =.ia 

ce  qui  fait  disparaître  a dans  l’expression  de  f(x),  et  rend  iden- 
tiques les  deux  membres  de  l’éiiuaiion. 

On  ne  saurait  disconvenir  qu’appuyé  seulement  sur  la  valeur 
d’une  intégrale  définie  à laquelle  on  n’atlribue,  à proprement 
parler,  (ju’unseul  élément,  le  procédé  ([oeje  viens  d’exposer 
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ne  doive  paraître  au  moins  très-délicat  ; mais  ce  qui  le  fortifie, 
c’est  qu’en  l’appliquant  encore  à d’autres  intégrales,  en  parti- 
culier à l’une  de  celles  du  n°  W2,  on  en  tire  toujours  le  même 
résultat,  obtenu  d’ailleurs  a priori  par  des  considérations  très- 
différentes. 

Pour  se  faire  une  idée  bien  nette  de  ce  passage  d’une  limite 
finie  à une  limite  infinie,  il  n’est  peut-être  pas  inutile  d’exa- 
miner la  marche  des  valeurs  d’une  intégrale  analogue  à la  pré- 
cédente. Telle  est  fe~‘'  d /,  dont  on  trouve  une  table  à la  fin  de 
X Analyse  des  réfractions  astronomiques,  par  Kramp.  On  voit 
que  cette  intégrale,  dont  fïr  = o,88f)29.f)92  est  la  valeur  entre 
les  limites  zéro  et  l’infini,  ne  diffère  de  cette  valeur,  quand /est 
seulement  égal  à 3,  que  de  o,ooooiy5S.  L’approximation  doit 
être  encore  bien  plus  rapide,  quand  l’exposant — /’  est  divisé 
par  le  carré  d’un  nombre  très-petit,  ainsi  que  dans  la  formule 
traitée  ci-dessus;  et  lorsqu’on  suppose  infiniment  petit  cet  ex- 
posant, c’est  une  limite  rigoureuse  que  l’on  cherche  et  que  l’on 
obtient. 
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NOTE  A,  indiquée  sur  les  pages  i et  70.  (Tome  I".) 


I.  Considéré  dans  les  prorédés  qui  le  constituent,  le  Calcul  dilTércntiel 
est  plus  simple  que  les  parties  supérieures  de  l’Algèbre.  Sa  dilTicullé  ne 
tient  guère  qu’à  celle  d’apercevoir  d’abord  quel  est  son  but,  et  de  conce- 
voir le  sons  de  quelques  nouveaux  termes  dont  il  a nécessité  l’intro- 
duction. 

C’est  un  problème  do  Géométrie  (celui  do résolu  seulement 
dans  quelques  cas  particuliers,  par  les  anciens,  qui  a conduit  Descartes  à 
inventer  l’application  de  l’algèbre  à l’expression  des  iignes  courbes;  c’est 
aussi  un  problème  (celui  des  tangentes)  qui  a fait  découvrir  le  Calcul 
différentiel. 

Dès  le  temps  d’Euclido,  on  a pu  remarquer  que  les  tangentes  jouis- 
saient des  propriétés  des  sécantes,  en  modifiant  ces  propriétés  comme 
l’exige  la  réunion  des  deux  points  d’intersection  en  un  seul,  qui  est  alors 
le  point  de  contact.  [Voyez  le  n°  ia8  des  Éléments  de  Géométrie.)  C’est 
aussi  sur  ce  principe  que  reposent,  soit  explicitement,  soit  implicitement, 
toutes  les  méthodes  qu’on  a fondées  sur  le  Calcul,  pour  mener  les  tan- 
gentes aux  courbes.  Parmi  ces  méthodes,  je  choisis  celle  de  Barrow,  qui 
n’est  pas  encore  le  Calcul  différentiel,  mais  qui  s’en  rapproche  le  plus. 

Soit,  par  exemple,  la  parabole  ordinaire,  donnée  par  l’équation  y*  =px\ 
en  prenant  sur  cette  courbe  doux  points  M et  M'  (fg.  1)  pour  mener  une 
sécante,  posant 

AP  = x,  PP'  = /;,  AP'=4:-t-/i, 

PM=j;  M'Q  = X,  P'M'=/-|-/, 

comparant  les  triangles  semblables  M'QM  et  MPS,  on  aura 

M'Q:MQ=PM;  PS,  d’où  PS  = r^i 
et  puisque  le  point  M'  appartient  à la  courbe,  on  a aussi 
(r-l-X)’  = /j(.r-t-A); 

développant  cette  équation,  pour  en  retrancher  membre  à membre, 
v-’  = px,  il  restera 

■lyk  -t-  ii=  = ph, 
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qui  revient  à 


KOTKS. 


donc 


a >■  + k h 

' -V' 


ne  *>'■ 

PS  = J'-: — 


Mais  si  l’on  fait  coïncider  le  point  M'  avec  le  point  M,  h et  X-  s'éva- 
nouissent, PS  devient  PT,  et  la  valeur  de  la  première  de  ces  lignes  se 

réduit  à = a 

P P 

üne  première  remarque  s’offre  ici,  c’est  que,  malgré  l’évanouissement 
des  quantités  h et  X-,  la  fraction  qui  exprimait  leur  rapport  continue 

d’exister,  ou  d’avoir  une  valeur  appréciable,  puisqu’elle  se  réduit  à 

valeur  dont  la  quantité  — approche  à mesure  que  k diminue,  et  dont 

elle  peut  différer  d’aussi  pou  qu’on  voudra,  en  prenant  k assez  petit. 

Celle  fraction  — est  donc  la  limite  de  i ou  celle  du  rap- 

P P 

. MQ  PT  , PS 

port  comme  lest  do  pg. 

jig  pj 

Pour  s’assurer  que  ~ peut  approcher  aussi  près  qu’on  voudra  do  ^ ^ 


il  suffit  de  considérer  que  si  le  point  M'  passait  au-dessous  du  point  M, 
en  M,  69),  le  point  S tomberait  en  S„  de  l'autre  côté  du  point  T; 
cil  sorte  que  ce  dernier  sépare  les  smis-sécantes  qui  correspondent  aux 
points  supérieurs  à .M  do  celles  qui  correspondent  aux  |)oints  inférieurs, 
lignes  dont  la  différence  peut  être  conçue  aussi  petite  qu’on  voudra,  par 
le  rapprochement  des  points  M'et  M,. 


II.  A cet  exemple,  tiré  do  la  Géométrie,  joignons-en  un  autre  tiré  do 
la  Mécanique. 

Les  corps  tombent  vers  la  surface  de  la  terre,  en  vertu  d’une  force  qui 
agit  constamment,  et  en  conséquence  do  laquelle  leurs  mouvements  s'ac- 
célèrent, c’est-à-dire  que  ces  corps  parcourent  des  espaces  de  plus  en 
plus  grands  dans  des  intervalles  do  temps  égaux,  lors<iu’on  prend  ces  inter- 
valles de  plus  en  plus  loin  de  l’origine  du  mouvement. 

Quand  on  représente  par  1 l’espace  parcouru  dans  la  première  seconde, 
dans  la  deuxième  on  a 3,  dans  la  troisième  5,  et  ainsi  de  suite  : co  sont 
là  des  données  d’expérience  qui  ont  fait  découvrir  à Galilée  que  la  force 
dont  il  s’agit,  on  la  pesanteur,  est  constante,  c'est-à-diro  quelle  engendre 
toujours  la  même  vitesse  dans  le  môme  temps.  P/ir  vitesse,  il  faut  ru- 
tenelre  re'sjxicc  ijite'  le  corps  parrourmil  élans  F unité  de  temps,  si  la  feirre 
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avait  cessé  (Pagir  sur  lui  au  commencement  de  cette  unité.  Cela  posé, 
voyons  comment  on  peut  calculer  les  effets  d’uno  pareille  force. 

Au  lieu  de  supposer  qu’elle  agit  constamment,  concevons  que  ses 
actions,  toujours  égales,  soient  instantanées  comme  celle  de  l’impulsion, 

et  qu’elles  se  répètent  à des  intervalles  marqués  par  une  fraction  la 

seconde  prise  pour  unité  do  temps.  Un  corps  recevra  donc  pendant 
l’unilé  do  temps  un  nombre  m de  ces  actions  dont  les  effels,  s’ajoutant 
les  uns  aux  autres,  lui  imprimeront,  au  bout  de  ce  temps,  une  vitesse 
totale  que  je  représenterai  par  p.  La  vitesse  qui  résulterait  d’une  seule 

action  serait  donc  toujours  pour  l’unité  de  teqips;  ainsi,  pendant  la 

fraction  le  corps  ne  parcourrait  que  l’espace  En  considérant  les 
intervalles  consécutifs  indiqués  ci-dessous, 

■ a 3 n — 1 // 

O y J , . . . , " ■ > > 

m m m m m 

on  aura,  1°  pour  les  vitesses  résultantes  des  actions  exercées  par  la  force, 
au  commencement  do  chacun  de  ces  intervalles, 

P ip  4/>  np 

— » y —>•••)  } 

m m m m m 


a**  pour  les  espaces  parcourus  à la  Gn  des  mêmes  intervalles, 


ü 

Pi* 


) 


ip 


3/j 


"P. 


la  somme  do  tous  ces  espaces  dont  le  nombre  est  n,  sera  par  la  formule 
relative  aux  progressions  par  différence  (Élém.  (P^lg.,  229), 

\m’  m*  ) 1 2 \//)’  né  J 


Maintenant,  si  l’on  observe  qu’un  nombre  quelconque  de  secondes,  desi- 

I» 

gné  par  t,  contient  un  nombre  mt  d’intervalles  égaux  à —1  et  qu'on 
fasse  n = mt,  l’expression  précédente  deviendra 

2 \nr  nr  J \ m ] 

Or,  on  voit  que  plus  le  nombre  m augmente,  plus  les  actions  do  la  force 
se  rapprochent,  moins  la  quantité  ( — + '')  diffère  do  t,  et  que  mémo 
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elle  subsiste  lorsqu'un  annule  la  fraclion  rc  qui  anéantit  l'intervalle 

supposé  entre  les  actions  successives  de  la  force.  Cet  état  de  choses  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  sans  cesse  la  suite  des  mouvements  considérés 
plus  haut;  et  par  conséquent,  dans  l’action  continue  de  la  force,  l'espace 

parcouru  est  égal  à i /jr’. 

En  mettant  la  valeur  de  n dans  l'expression  ^ do  la  vitesse  acquise 

après  les  n premières  actions,  il  viendra  = pt,  quantité  indépen- 
dante de  m,  et  par  coriséquent  la  mémo,  quelque  |)Otit  que  soit  l'inter- 
valle -!-• 
m 

Maintenant,  si  l'on  fait  successivement  / = o,  = i,  =2,  etc.,  on  aura 
les  espaces 

(H’  O (^0 

do^'t  les  différences  sont 

c'est-à-dire,  i fois,  3 fois,  5 fois,  etc.,  l'espace  parcouru  (lendant  la  pre- 
mière seconde. 

Dans  l'exemple  do  pure  Géométrie,  on  a supimsé  d'abord  des  points 
distincts,  deux  intersections  au  lieu  d'un  contact;  mais  en  passant  à la  limile, 
on  a établi  la  coïncidence  des  points,  et  les  intersections  se  sont  changées 
en  contact. 

Dans  l'e.xemple  de  Mécanique,  au  lieu  d'un  mouvement  accéléré  d'une 
manière  continue,  on  a considéré  une  suite  de  mouvements  uniformes, 
ou  égaux,  pendant  un  certain  intervalle  de  temps,  et  dont  la  rapidité 
croissait  seulement  dans  le  passage  de  l'un  à l'autre;  mais  en  prenant  la 
limite,  on  a anéanti  l'intervalle  supposé  entre  les  actions  do  la  force,  on 
a changé  une  suite  d'actions  isolées  en  une  action  continue,  et  l'cnsemblo 
des  mouvements  uniformes  supposés  est  devenu  le  mouvement  uniformé- 
ment accéléré,  tel  qu'il  a lieu  dans  la  nature. 

Ces  deux  exemples  suflisenl  pour  montrer  l'importance  de  la  considé- 
ration des  états  successifs  par  lesquels  passent  des  quantités  variables, 
comme  les  ordonnées  des  courbes,  les  espaces  parcourus  par  l'effet  des 
forces  qui  changent,  et  de  chercher,  non  les  changements  en  eux-mémes, 
mais  les  limites  vers  lesciuelles  tendent  leurs  rapports. 
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III.  Celte  considération,  qui  est  aujourd'hui  ta  meilleure  base  que  l'on 
puisse  donner  au  Calcul  dilTérentiel,  se  retrouve  implicitement  dans  la 
Géométrie  élémentaire,  toutes  les  fois  qu'il  faut  comparer  les  lignes 
courbes  aux  lignes  droites,  les  aires  circulaires  à celles  des  polygoues,  les 
corps  ronds  aux  polyèdres  ; car  on  ne  mesure  immédiatanent  que  des 
lignes  droites,  des  polygones  et  des  polyèdres. 

En  effet,  si  l’on  désigne  par  « l’angle  AOll  (fig.  67)  qui  est  la  moitié  do 
l’angle  au  centre  du  polygone  régulier  quelconque  ABC,  circonscrit  au 
cercle  dont  le  rayon  OH  = r,  et  qu’on  prenne  l’unité  pour  le  rayon  des 
tables  trigonométriques,  on  aura 


d’où 


I : tangoü  — r\  .VH, 

AH  = rtangw  et  AB  = arlang<u. 


Mais  le  côté  AB  est  contenu  autant  de  fois  dans  le  contour  du  polygone 
régulier  que  l’arc  qui  mesure  l’angle  AÜB  est  contenu  dans  la  circonfé* 
rence  : soit  donc  a - celle  qui  est  décrite  avec  le  rayon  1 , et  à laquelle  se 

rapporte  l’arc  &>;  le  nombre  des  côtés  du  polygone  sera  ainsi  son 

contour  sera 

2jr  lan2<u 

— . arlangtü  = arr.  — ^ — • 

w 


Or,  plus  le  nombre  dos  côtés  du  polygone  augmentera,  plus  l’angle  « dimi- 
nuera, et  plus  le  rapport  — approchera  de  l’unité  qui  est  sa  limite 

(Tomel",  page  35).  Si  l’on  passe  à cette  limite,  le  polygone  se  changera 
en  cercle,  et  sa  circonférence  deviendra  airr,  comme  le  donne  la  Géomé- 
trie élémentaire. 

Rien  n’est  plus  aisé  maintenant  que  d’obtenir  la  surface  du  cercle.  Celle 
du  polygone  ABC  étant  égaleà  son  contourairr^^^l^,  multiplié  par-OH 

Oi  2 


ou  - r,  revient  à rrr*  et  en  passant  à la  limite  on  a nr^,  comme 

2 01  ' 

par  la  Géométrie  élémentaire. 

On  appliquerait  bien  aisément  ces  calculs  aux  corps  ronds;  mais  nous 
ne  nous  y arrêterons  point  : nous  nous  bornerons  seulement  à faire 
observer  qu’ici  la  limite  se  montre,  non  pas  c.ommc  un  modo  arbitraire 
d’exposition,  mais  bien  comme  tenant  au  fond  des  choses. 

La  considération  des  limites  n’est  pas  non  plus  étrangère  aux  Élé- 


ments d’Algèbre.  J’en  ai  donné  un  exemple  sur  la  fraction 

« ( « — O) 

dont  les  deux  termes  s’évanouis-sent  quand  « = i,  et  dont  la  valeur  est 
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alois  aa,  ot  j'en  ai  fait  usage  pour  expliquer  un  cas  singulier  du  problème 
des  deux  lumières.  (Élént.  70,  loo.) 

En  effet,  c’est  toujours  à cette  considération  qu'il  faut  avoir  recours 
pour  expliquer  les  difficultés  qui  peuvent  naître  des  indications  de  quan- 
tités infinies  ou  infiniment  petites,  dont  les  mathématiques  n'ont  pas 
besoin  de  supposer  l’existence  actuelle,  et  qui  d’ailleurs  n’offrent  aucune 
prise  à l’esprit.  Il  n’est  donc  pas  étonnant  que  lorsqu’on  analyse  avec  soin 
les  diverses  théories  proposées  pour  l’établissement  dos  principes  du 
Calcul  différentiel,  on  y retrouve  toujours  des  idées  de  limites. 


IV.  Quelquefois  on  a employé  des  locutions  vicieuses:  c’est  ainsi  qu’on 
a désigné  longtemps  la  méthode  des  limites  sous  le  nom  de  niétUnde  des 
premières  et  dernières  misons;  mais  Ce  langage  n’est  pas  exact.  Quand, 

plus  haut,  nous  avons  considéré  le  rapiwrt  des  lignes  (p.  loC), 


nous  n’avons  pas  dû  dire  que  la  limite  “ était  la  dernière  raison  de  ces 

lignes,  car  lorsque  — se  change  en  par  l’anéantissement  de  X, 

les  deux  points  M'  et  M co’i’ncident,  les  lignes  M'Q  ot  MQ  n’existant  plus, 
n’ont  plus  do  rapport.  C’est  donc  comme  existant  à part,  c’est  comme 

quantité  generis,  qu’il  faut  envisager  ^ i et  co  qui  lie  cette  fraction 

aux  quantités  h et  X,  ou  MQ  et  M'Q,  c'est  seulement  qu’on  peut  1 en  faire 
dériver,  comme  exprimant,  non  pas  leur  rapport,  mais  sa  limite.  C est  ce 
que  New  ton  lui-niémc  a très-bien  exprimé  dans  ce  passage  de  son  livre 
des  Prinripes  : 

« Les  denuères  raisons  qu’ont  entre  elles  les  quantités  qui  sôv'a- 
» nouissent  no  sont  pas,  dans  le  vrai,  les  raisons  des  dernières  quan- 
» tités,  mais  les  limites  dont  les  raisons  des  quantités  qui  décroissent  à 
i>  l’infini  approchent  sans  cesse,  et  de  manière  à n’en  différer  qu’aussi 
» peu  qu’on  voudra  (*  )■  » 

Si  l’on  supposait  que  le  point  .M',  d’abord  réuni  au  point  M s’en  éloi- 
gnât, alors  les  lignes  MQ  et  M’Q  naitraient  au  lieu  do  s’évanouir,  et  c’est 

dans  ce  sens  qu’on  nommait  — leur  première  raison. 


(*)  rncionrs  illm  qwhuscum  quanlitati-s  rvmnrscunt,  icifra  RO»  sunna, 

stones  quanlitatum  ulltmnrunij  sid  timilcs  ad  quos  quanltlatum  siue  iimilc  dccras~ 
c.nhum  rationcs  srmpcr  appi  opinquani  ; et  quas  propiùs  assequi  possnnt  quant  pro 
data  quaois  di/Tereatia.  ( Phitosriiliiæ  naluralis  princi|.ia  niaihrmatira,  hh.  I 
sict.  I,  /cm.  -\l,  schohum.  ) 
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V.  Il  mo  semble  que  pour  bien  voir  la  naissance  des  limites,  dans  le 
passage  des  lignes  droites  aux  courbe.^,  il  suffit  do  remarquer  que  la  dif- 
férence caractéristique  entre  une  courbe  et  un  polygone  consiste  en  ce 
que  l’on  peut  toujours  inscrire  dans  la  courbe  un  angle  aussi  approchant 
de  deux  droits  qu'on  voudra,  co  qui  no  peut  se  faire  dans  un  polygone, 
où  l’angle  à la  circonférence  est  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  peuvent 
être  placés  entre  deux  côtés  consécutifs. 

Il  suit  immédiatement  de  cette  condition,  que  (Inns  une  courbe  quel- 
conque,  la  limile  du  rapport  de  Parc  à sa  corde  est  Punité;  car  si  l'on 
prend  de  chaque  côté  du  point  A [Jtg.  68),  des  cordes  de  plus  en  plus 
I>etites  AD  = AC,  AB' = AC',  etc.,  qu'on  tire  les  droites  BC,  B'C',  etc., 
qu'on  abaisse  sur  ces  droites  les  perpendiculaires  AD,  AD',  etc.,  les  tri- 
angles rectangles  BAD,  B'AD',  etc.,  donneront 


BC  BD  . I B'C'  B'D' 

AB  + AC“  AB“  AB' -t- AC' “ AU' 


sin-B'AC',  etc.; 
a 


mais  les  angles  i BAC,  i B' AC',  etc.,  tendant  sans  cesse  à devenir  droits, 

leurs  sinus  approchent  do  plus  en  plus  d'être  égaux  à l’unité  : il  en  est 
de  même  des  rapports  des  lignes  brisées  aux  droites  qui  joignent  leurs 
extrémités,  assemblages  de  lignes  qui  s’approchent  aussi  de  plus  en  plus 
de  l'arc  et  de  sa  corde. 

Il  faut  bien  observer  que  ce  n’est  pas  simplement  parce  que  l'arc  et  sa 
corde  diminuant,  leur  différence  diminue,  que  leur  rapport  tend  vers 
l'unité.  Les  rôtés  d'un  triangle  rectiligne,  par  exemple,  conservent  tou- 
jours leur  rapport,  à quelque  degré  de  petitesse  qu’on  les  réduise,  Umt  que 
les  nouveaux  triangles  demeurent  semblables  au  premier,  et  les  différences 
de  ces  côtés  décroissent  aussi  dans  le  même  rapport;  mais  il  n'en  est  pas 
ainsi  pour  les  arcs  ; ils  s'aplatissent  parce  que  l'angle  inscrit  s’ouvre  à 
mesure  qu’ils  décroissent,  et  qne  les  flèches  AD,  AD',  etc.,  ilécroissent 
plus  rapidement  que  les  cordes  BC,  B'C’,  etc.  Dans  le  cercle,  par  exemple, 
la  flèche  diminue  comme  le  carré  do  la  corde  (Géom.,  i34).  Il  résulte  do 
là  que  l’excès  des  arcs  sur  leurs  cordes  décroît  aussi  plus  rapidement  quo 
ces  droites.  En  effet,  si  l'on  compare  deux  grandeurs  A et  a,  qui  diminuent 
indéfiniment,  et  que  l'on  pose  A = «-(-fî,  on  verra  quo  le  rapport 

A «-t-J  S , . J . •. 

- = ^ = 1 -1-  - ne  peut  tendre  sans  cesse  vers  1 unité  qu  autant  quo  o 

décroît  plus  rapidement  que  a. 

On  peut  encore  rattacher  aux  considérations  précédentes  sur  les  angles 
inscrits  dans  les  segments  des  courbe.^,  la  propriété  qu’a  le  rapport  do 
l’ordonnée  à la  sous-tangente,  d’être  la  limite  de  celui  des  accroissements 
do  l'ordonnée  et  de  l'abscisse.  En  eflel,  trois  points  M„.M,M'  { fip;.  Gg), 
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sur  une  courbe  quelconque,  détermineront  deux  rapports  et  ’ 

. respectivement  égaux  aux  tangentes  des  angles  MM,Q,,  M'MQ  que  les 
cordes  M,M  et  MM'  forment  avec  l'axe  des  abscisses  P, P';  et  désignant 
CCS  angles  par  A et  B,  on  aura 


m_^  = tangA-tangB. 


Cela  posé,  on  sait  que 


d'où 


tang  (A  - B)  = 

' i+tangAtangB  ' ° 


tang  A — tang  B = ( i + tang  A tang  B)  tang  (A  — B)  ; 


et  si  l'on  prolonge  M,M  au  delà  du  point  M,  on  formera  l'angle  RMM',  qui 
sera  la  diBcrence  des  angles  MM,Q.  et  M'MQ,  ou  A — B,  et  en  même 
temps  le  supplément  do  l’angle  M,MM'.  Plus  ce  dernier  approchera 
do  deux  droits,  plus  le  premier  diminuera,  et  avec  lui  la  différence 

tang  A — tangBdesrapiwrts^^^^)  niais  l’un  de  ces  rapports  étant 

PM 

moindre  que  pj;»  tandis  que  l'autre  est  plus  grand,  ils  se  rapprocheront 

d’autant  plus  de  cet  intermédiaire,  qu'ils  différeront  moins  l'un  de  l'autre  : 
ce  sera  donc  leur  limite  commune. 


NOTE  B,  indiquée  sur  les  pages  i33,  226  et  2.3-î.  (Tome  I".  ) 


1.  L'équation 
devenant 


I = l(cosa-|-v/—  1 sin:), 
i.nrjz\/ — I = I I, 


lorsque  l'on  prend  z = amw,  fait  reconnaître  que  l'unité  a une  infinité  de 
logarithmes  différents.  On  no  trouve  zéro  qu'en  posant  m = o;  mais  pour 
toute  autre  valeur  entière,  soit  positive,  soit  négative  de  m,  on  obtient 
une  expression  imaginaire  qui  doit  être  regardée  comme  un  logarithme 
de  l’unité. 

Cette  proposition,  qui  semble  un  paradoxe,  quand  on  n’assigne  aux  lo- 
garithmes qu’une  origine  arithmétique,  en  les  déduisant  do  la  comparaison 
des  progressions <r.4lg.,-xb^),  devient  naturelle  quand  on  les  tire 
de  l’équation  /=  c".  En  effet,  si  l’on  désigne  par  a l’exposant  numérique 
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de  la  puissance  à laquelle  il  faut  dlever  e,  pour  produire  la  valeur  assi* 
gnée  k^,  et  qu’on  fasse  j:=  * + 2,  il  vient 

= },  qui  se  réduit  k c‘  = 1, 


k cause  de  —y.  Mais  l’équation  e*=  i,  étant  développée  par  la  for- 
mule du  n°  27,  conduit  à 


I i.a 


2’ 

i.a.3 


■t-  etc.  = O, 


qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

2 2* 

2=0,  iH 1 ^_|_eic.  = 0; 

2 a.  3 ’ 


le  premier  est  la  détermination  arithmétique  du  logarithme  de  l’unité,  et 
le  second  contient  les  déterminations  algébriques  : ceci  est  à la  théorie 
des  logarithmes  ce  qu’est  la  considération  des  racines  imaginaires  de 
l’unité  à la  théorie  des  puissances  (Élém.  d’dlg.,  i5g). 

Les  valeurs  2 = nmn  i sont  les  racines  du  second  facteur  de  l’équa- 
tion 1,  et  celles  de  l'équation  y = e*  sont  a + am7ry/—  i,  en  sorte 
que  l/=  a-f-a»J7r  ^ — i. 

II.  Pour  déterminer  ces  racines,  Euler,  qui  les  a découvertes  le  pre- 
mier, a employé  un  artifice  d’analyse  très-ingénieux,  et  qui  repose  sur  la 
proposilion  démontrée  dans  le  n“  188,  d’après  laquelle  les  racines  de 
l’équation 

. . a/nir  /• — . amw 

J*— 1=0  sont  y=cos hv— isin • 

n n 

Il  faut  d’abord  observer  que 


(-:)■— 


1.2 


a pour  limite,  lorsque  n devient  infinie. 


2 2 


I .2.3 


-H  etc.  = e‘. 


2’-f-etc. 


I 1.2  1.2.3 

Cela  posé,  l’équation  c*  — i = o pourra  être  remplacée  par  la  limite  de 
&■  éd.  II.  .3 
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— i=o;  et  substituant  i+^à.V,  on  aura,  par  co  qui  pré- 

rède, 

I imTT  , . 2/n»r 

1 4-  - = cos f-  V'  — ' sin ; 


puis  prenant  les  limites  relatives  à la  supposition  de  n infinie,  suivant 
laquelle  cos  et  sin  deviennent  respectivement  i et  ^ > pu  con- 
cevant toutefois  que  ni  demeure  finie,  on  aura,  comme  ci-dessus, 

Z — ^ ni  K ^ — 1 . 

Afin  de  bien  voir  celte  limite,  il  faut  mettre  pour  cos  et  sin  , 

n n 

leur  dévelop(iement  (37)  ; et  après  les  simplifications,  il  vient 

4»i’7i’  [ 8«dîr'  \ 

Z— hetc.-f-/—  I liinn — j-t-elc.  ), 

2«  \ 2.3./J’  J 

ce  qui  se  réduit  à i = •xmryj—  i,  lorsque  n est  infinie. 


in.  Il  peut  aussi  n’élre  pas  inutile  de  faire  observer  que  la  décompo- 
sition do  — I en  facteurs,  sur  laquelle  ce  qui  précède  est  fondé,  s’ob- 
tient indépendamment  des  considérations  du  n°  187  : voici  comment 
Lagrange  y est  parvenu. 

Les  équations 

cos  ( n -I-  I ) î = cos  Z cos  «Z  — sin  Z sin  nz, 
cos  (//  — I ) Z = cos  Z cos  nz  4-  sin  Z sin  nz, 
étant  ajoutées,  donnent 

' C0S(«4- I )=4-C0S(h  — I )Z=  2C0SZC08/rZ, 

d’où  l’on  tire 

2C0S(/r-+-  I )z  = 2 cos  Z.  2 cos  nz  — 2 COS  (/I  — I )z. 

Posant  ensuite 

I 

2cosz  = r-l--) 

.r- 

et  mettant  les  nombres  i,  2,  3,  etc.,  à la  place  de  n,  il  viendra 


2C0S2z=  (r4-j:^ 

(•’  + j)  (»’+?)  - (^  +;) 

etc.. 
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d’où  l’on  conclora  d'abord,  par  analogie,  iiuc 


I iS 


acosnz=  + 

■> 

Pour  s’en  assurer  tout  à fait,  il  suITil  de  voir  que  si  la  loi  remarquée  a 
lieu  pour  les  nombres  « — i et  n,  elle  aura  pareillement  lieu  pour  le 
nombre  n + 1 . Ur,  si  l’on  fait 


acos(«— i)z=j^"'-l--^)  2 cos  «Z  = y J 

» y y 

il  en  résultera 

acos(/J4-i)z=  (r+j)  (^”■'■7)  ~ = + 

ce  qui  est  encore  la  loi  supposée,  et  prouve  qu’en  partant  des  valeurs 
/I  = 1 et  /I  = a,  elle  s’étendra  à tous  les  nombres  entiers. 

Il  suit  de  là  que  les  équations 


2C08Z=/+j;)  2 COS //Z  = y -1-^1 


qui  reviennent  à 


j’  — a/C08z+ I = O,  — ay C0S/JZ4- 1 = O, 

' ont  lieu  en  même  temps,  quelles  ont  par  conséquent  une  racine  com- 
mune. Mais  si  on  la  désigne  par  a,  qu’on  fasse  ensuite  / = et  qu’on  ré- 
duise tous  les  termes  de  chaque  équation  au  même  dénominateur,  on 
trouvera  qu’elles  sont  vérifiées  en  même  temps  par  cette  nouvelle  valeur; 
et  comme  la  première  équation  n’est  que  du  deuxième  degré,  il  en  résulte 
qu’elle  est  un  des  facteurs  de  la  seconde. 

Maintenant,  si  l’on  prend 

/?z  = 2 /«  4-  lî, 

il  viendra 

C08»Z=COSO,  z= , 

et  par  conséquent  l'équation 


aura  pour  facteur 


— ay  cos5  -I-  1 ; 


, •xmv  + S , 

y — ajKcos h I = O, 


quel  que  soit  le  nombre  entier  qu’on  substitue  à m : voilà  donc  la  for- 
mule du  n°  191. 

8. 
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Pour  en  déduire  celles  du  n“  190,  il  suffit  de  faire  ^ = o et  5 = ir.  Dans 
le  premier  cas>  on  aura 

008  5—1,  I = {>"  — I )*, 

puis 


_ , a/«7r 

>‘•—1=0,  r*— 2VC08 1-1=0. 

Dans  le  second  cas, 


cos5  = — I,  y*  I = (/*^-  I )*, 

puis 

>^4-1  = 0,  >,*  — 2)  cos — hi  = o, 

- " n 


comme  dans  le  numéro  cité. 


TV.  Au  moyen  de  l'expression 

Z = %miT ,/ — I , 

des  racines  imaginaires  de  l’équation  e*  — i =o,  on  explique  plusieurs 
difficultés  qu'offre  l’application  des  logarithmes  aux  nombres  négatifs, 
entre  autres  celle-ci  : puisque  ( — u)’=  (+«)’  = o’,  on  doit  en  con- 
clure que 

1(— n)’=ln’,  al(— n)  = al (-f-a),  d’où  I{— /r)  = I 

mais  la  dernière  de  ces  conséquences  ne  s’accorde  point  avec  l’équation 
y = c*  : jamais  aucune  valeur  réelle  de  x ne  saurait  rendre^  négatif; 
ainsi  les  nombres  négatifs  ne  peuvent  avoir  des  logarithmes  réels. 

Cela  est  confirmé  aussi  par  l’équation 


1 =1(C0S2 


dans  laquelle  il  faut  faire  z = (ani  -1-  i );r  pour  obtenir  cos  s = — i , d'où 
il  résulte 

1(  — l)  = (a;;i  -I-  i 

et  en  désignant  par  a le  logarithme  réel  de  -hn,  il  vient 


1(  — «)  = a-H  ( — i)  = o-t-(2«»-l-  I \/  — I , 

formule  qui  no  donne  aucune  valeur  réelle,  puisque  m doit  toujours  être 
un  nombre  entier  (188). 

Ce|>endant  il  est  vrai  que  les  expressions  al(-f-a)  et  al  (—a)  font  partie 
de  celles  de  U/’,  mais  sans  pour  cela  être  égales  entre  elles.  En  effet,  a 
étant  le  logarithme  réel  de  n,  celui  de  n'  sera  a a,  et  tous  les  loga- 
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rithmes(  tant  réels  qu'imaginaires]  de  a*  seront  compris  dans  l’expression 
aa  + awjr  m pouvant  être  paire  ou  impaire.  Dans  le  premier  cas, 
am  sera  un  nombre  doublement  pair,  et  par  conséquent  l’expression  ci- 
dessus  s’accordera  avec 

al  (-1-0)  =aa-|-a.a/n7rv^— I : 

dans  le  second  cas,  le  nombre  im  étant  simplement  pair,  l’expression  de 
la’  s’accordera  avec 

al(  — a)  = aa-t-a(a//j-)-i)jr  v^— 1; 
mais  les  expressions 

aa-t-a.a/nw  aa-i-a(am-|-i)jr  i/=T, 

ne  sauraient  s’accorder  entre  elles , puisque  les  nombres  indiqués  sont 
doublement  pairs  dans  la  première,  et  simplement  pairs  dans  la  seconde. 


NOTE  G,  indiquée  sur  la  page  a(>5.  (Tome  1".) 

N’ayant  considéré  dans  les  n°*  313  et  330  que  le  cas  où  l’oA[)osanl  rt 
est  entier  et  positif,  je  vais  montrer  ici  ce  qui  arrive  dans  les  autres  cas, 
à l’égard  desquels  on  a été  longtemps  dans  une  erreur  que  M.  Poisson  a 
relevée  le  premier;  mais  comme  il  restait  encore  sur  ce  sujet  quelques 
difficultés  à éclaircir  ( wrei  leTr.iité  in-4°,  l.  111,  p.  6o5  et  616  ),  il  donna 
lieu  à beaucoup  d’écrits,  qu’il  serait  trop  long  maintenant  de  citer  en  dé- 
tail. {F'ojrcz  les  Annales  de  Mathématiques , par  M.  Gergonne;  le  Bul- 
letin des  Seienees  mathématiques,  par  M.  de  Férussac;  le  Journal  de 
M.  Crelle,  etc.)  Je  ne  mentionnerai  spécialement  ici  que  les  premières 
remarques  faites  en  181  a,  par  M.  Poisson  (Correspondance  sur  F École 
Polytechnique,  t.  Il,  p.  la),  les  Recherches  stir  F Analyse  des  sections  an- 
gidaires,  par  M.  Poinsot,  publiées  en  i8a5,  et  les  articles  insérés  par 
M.  Poisson  dans  le  t.  IV  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,^.  i4o 
et  344. 

I.  Si  l’on  changeait  l’ordre  des  termes  dans  l’expression  de  cos  z,  d’où 
il  résulterait  a"cos:"=  et  qu’on  développftt  suivant  cet 

ordre  le  second  membre  do  l’é(iuation  ci-dessus,  on  trouverait 


a cos  2"  = c 


ni  n-^  i)  ( « — *2)  , s‘—r 

H — ! -t-elf.  ; 

1 . a . 3 
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et  comme 


VOTES. 


c”"*  *'■'  = C08  OT*  — gin  wz, 


il  viendrait 

a"  cosz"  = cosnz-f- Y cos(«—  a ) Z -f-  — ^cos(«  — 4)  * 

n[n  — i)(«  — a)  , 

H — i Tal — 6 ) Z + etc. 

/ — \ ■ ” • , . ,1 
— y—  I ( sin /iz  4-  Y sin  ( n — a ) z H j— ^ — ■ sin  ( n — 4 ) z 

nin  — i)(n  — a 1 . , . , . I 

H i Ta3 ^Sin  (n  — 6)z-(-etC.  jt 

ce  qui  ne  diffère  du  dévelopi)emenl  écrit  sur  la  page  a6i  (Tome  1")  que- 
par  le  signe  de  en  sorte  qu'on  a la  double  expression 

( A ) a’  cos  z"  = Z ± Z'  /—  I , 

dans  laquelle 

r.  « , , " ( " t ) / 

Z = cos  nz -t- - cos  (n  — a)  z4 i 1 cos(«  — 4 ) z + etr.. 


T — sin  nz  H — sin  ( « — a ) z -+- 


I .a 


sin(«  — 4)z-i-etc. 


Quand  le  nombre  n est  entier,  cos  z”  n'a  qu'une  seule  valeur  qui  est  réelle  : 
en  égalant  donc  les  deux  précédentes,  on  forme  l'équation 

Z 4 z'^/”=  Z- zV^, 


qui  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  Z'=o,  circonstance  vérifiée  en  effet 
dans  le  n^SIO,  et  il  s'ensuit  que  a" cosz"  = Z. 

Mais  quand  n est  un  nombre  fractionnaire,  la  quantité  a’cosz"  a des 
racines  imaginaires,  comme  toute  expression  radicule,  et  il  n'arrive  pas 
toujours  que  ses  racines  réelles  coïncident  avec  Z,  si  ce  n'est  dans  quel- 
ques cas  particuliers  où  Z'  = o ; c'est  ce  que  M.  Poisson  a montré  [tour  le 

cas  où  H — et  z .=  ’T,  r dé-<ignant  la  demi-circonférence. 


•Murs 


, I 3 

Z = tes  5 tr  4-  - cos 

3 I 


a=-") 


4“ 


K-;-') 


cos 


-™*5' 


= cos  J tr  ( I -I-  I )^  = a ‘ cos  Y t:  --  Y V '^ 


■ etc. 


i Kî-O  5(5-')U-‘)  ! 

1 4 1 i i 4 4-f-ctc.  ( 

I i.a  i.a.3  ) 
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À cause  que  cos  ^ n = Or  ce  résultat  n’est  pas  exact , car  cos  tt  étant 

I _ 

— I , on  a 2’  ( CO8  7t)’  = — y'â. 

D’un  autre  côté , si  l’on  prend  la  dètermimuiun  arithmétique  de 

I I 

2’'(co8  7r)î  , savoir  v/—a>  et  qu’on  la  multiplie  par  les  trois  racines  cubi- 
ques de  l’unité 


— I 4- 1/— 3 
’’  ï ’ 

il  vient 

«LJar- 

a*»  (costt)'*  = — ^ , OU 


2 


{dlgèbrc,  i5<)), 


(i-v/-3)yî  ...  (,+/=3){/: 

> ou ) 

2 2 


et  l’on  voit  que  le  nombre  ^ ebtenu  plus  bnul,  pour  Z , n’est  que  lu 
demi-somme  des  valeurs  imaginaires. 

Dans  cet  exemple,  les  expressions  Z±TJ\f^\  donnent  immédiatement 
les  deux  racines  imaginaires,  comme  on  peut  le  vérifier  en  observant  que 

sin  jTT  = iy/3;  mais  de  plus,  chacune  de  ces  expressions  peut  donner 


X .1. 

successivement  les  trois  racines  de  2’ (cos  tt)’,  en  y changeant  t.  en  Stt 
et  en  5jt,  arcs  ayant  mémo  cosinus. 

Knfin  la  fonction  toute  réelle  Z devient  elle-même  la  valeur  réelle  — 
(|uand  on  y fait  z — 37r. 


11.  Passons  à l’examen  du  cas  général 
( 2 cos  z)"  = Z ± 

observons  d’abord  qu’il  y a deux  manières  d’arriver  aux  diverses  valeuis, 
.soit  réelles,  soit  imaginaires,  que  comporte  le  premier  membre.  On  peut, 
dans  les  séries  Z et  Z',  chauger 

z en  z-f-ajT,  z + 

ou  bien  prendre  l'une  quelconque  des  expressions  Z±TJ\j-~\,  et  la  mul- 
tiplier successivement  par  chacune  des  valeurs  de  (1)";  les  résultats  seront 
les  mêmes,  mais  l’ordre  pourra  être  différent. 

Pour  ap|)liquer  le  premier  moyen,  il  faut  chercher  ce  que  deviennent 
les  séries  Z et  Z',  lorsqu’on  y change  zen  z + arn-.  On  a,  dans  un  termo 
(|uelconque, 

[u  —1111)  {z  + -j.rn)  = (/;  — a ///)  z 2 "cît  — 2 w.acjr  ; 

1 1 comme  les  nombres  m et  rsont  entiers,  on  [icul  laisser  de  côté  la  («rtio 
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a/n.anr,  qui  exprime  un  nombre  complet  do  circonférences:  il  restera 
seulement  l’arc  [n  — %m)z  + %nrn , dont  le  cosinus  et  le  sinus  seront, 
par  les  formules  connues, 

cos{«  — im)z  cosa/irr  — sin ( n — a/n)zsina/»r7r, 
sin  («  — am)  zcos  anrir  cos[/i  — am  )zsina/ir7r. 

La  première  de  ces  valeurs  donne,  pour  chaque  terme  de  Z,  une  expres- 
sion de  la  forme 

M cos  (rt  — amjzcosanrjr  — M sin  (n  — am)zsina/»rjr, 

et  la  seconde,  mise  dans  Z',  produit 

M sin  (/I  — 2m)  Z cos  a /ir?t  M cos  ( n — a/n  ) z sin  anrir. 

Cela  posé,  les  facteurs  cos  a/rrn-  et  sin  a/irn-  conservant  la  même  valeur 
dans  tous  les  termes,  on  verra  sans  peine  que  Z se  change  en  - 

Z cos  a/jrr  — Z'  sin  a nrjr, 

Z'  en 

Z'cosawcjr Z gin  anrw, 

et  Z 4-  ZV — t en 

Z cos  awrjr  — Z' sin  a/irir  -f-(Z'cosa«r7t  + Z sin  2nrit)  ^ — i 
= + cos  anrjr  4- (Z  \/— I — Z')  sina/;r7r, 

= (Z4-Z'v/^)(  cos  a /îcTT  4- — ■ sina/jrTr), 
à cause  que  Zj/— i — Z'  = v^— i (Z-i-Z'y/^). 

Si  l’on  écrit  ^ au  lieu  de  //,  on  aura  l’é<]ualion 

(B)  ^a'‘co8zi‘=(Z4-Z'i/:iT)(^cosi^^4-v^Bin 

dont  le  second  membre  fournira  v valeurs  du  premier,  en  prenant  succes- 
sivement pour  ries  nombres  O,  i,  a,...,  v — i. 

Pour  avoir  une  idée  plus  précise  do  l’équation  ci-dessus,  posons  z = o; 
alors 

cos  Z = I,  sin  Z = O, 

d’où 

Ht  t _ 

Z = (i  4- i)”  = a' , Z' = O,  et  (i ) * = cos  — - - -H  sin  , 

comme  il  résulte  des  formules  du  n°  188. 

On  voit  donc  par  là  que  l’équation  (A)  conduit  immédiatement  au  ré- 
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sultat  que  l'on  déduirait  de  la  considération  des  racines  de  l'unité  élevée 
à la  puissance 


IH.  Lorsque  parmi  les  valeurs  de  la  fonction  cos  , il  y en  a une 
réelle  P,  dont  on  veut  déduire  toutes  les  autres,  on  pose 


(C) 


5/ a/*  cos  = P ^cos  sin  ; 


et  comme  ces  valeurs  se  tirent  aussi  de  l'équation  (B),  il  faut  que  parmi 
les  nombres  assignés  pour  r et  r',  il  s'en  trouve  qui  rendent  identiques  en 
même  temps  (B)  et  (C).  Dans  ce  cas 

Zcos  ^ -Z'sin  ^ = Pcos 

ï ï V 

aruTc  . aruir  „ . ar'uir 

Z cos  — - — h Z sm  — — — P sm  — —• 

V V ï 

Si  l'on  élimine  alternativement  Z et  Z'  de  ces  équations,  et  qu'on  change 
en  sinus  et  cosinus  de  la  différence  des  arcs,  les  produits  do  leurs  sinus 
et  de  leurs  cosinus,  on  trouvera 

(D)  Z = Pco8?^^'--"’'*^  Z’  = Psin'-‘<^'-r)'-’:, 

V V 

d*où  l’on  déduira 


cos 


Z'  + Z-’^F,  ^ = 


air* — r)u-K 


relations  dont  la  deniière,  étant  indépendante  de  z,  résout  une  difBculté 
que  j'ai  indiquée  dans  le  Traité  in-4°,  t.  111,  p.  6i6. 

Néanmoins,  quoiqu'il  no  contienne  pas  z,  ce  rapport  n'est  pas  constant; 
mais  il  varie  par  intervalles,  comme  on  va  le  voir  en  assignant  des  va- 
leurs particulières  à l'arc  z. 

Soit  i”z=  o;  alors  Z'  = o,  Z = P,  puisque  Z est  la  valeur  réelle  do 
la  fonction  radicale.  Dans  ce  cas,  la  première  équation  (D)  donne 

I = cos  — ) ce  qui  ciige  que  r'  = r,  et  vérifie  la  seconde. 

u°  En  posant  z = ir,  et  prenant  pour  v un  nombre  impair,  afin  que 

V «''(costt)'*  =Va^(  — i)^ 

ne  soit  pas  imaginaire,  la  valeur  do  celte  expression  .«cra  -t-Va^  ou 
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V, 

— scion  que  f*  sera  pair  ou  impair.  Dans  la  môme  hy|)othèsc,  les 
arcs 

ayant  les  mêmes  sinus  et  les  mêmes  cosinus,  les  fonctions  Z et  Z'  re- 
viennent à 

M 

r un  y . un 
a COS  — ) a sin  i — > 

V V 

et  on  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (D),  on  arrive  à 


UIT 

COS—  = cos 

V 


2(r'—r)ui7  . uTT 

— — 1 sm  — = 

V V 


2 ( r'  — r]un 
sm  — i '-^1 

V 


(k{uations  auxquelles  on  ne  satisfait  qu'en  posant 


i^alr"  — r)  ou  /-'  — /•=-• 
a 

Le  développement  de  sin  z"  donnerait  lieu  à de  semblables  observa- 
tions; mais  il  est  inutile  de  s’y  arrêter,  parce  qu’on  l’obtient  aussi  par 

TT 

la  substitution  de i au  lieu  de  z,  dans  celui  do  cos  z". 

a 

t’^.'  qui  précède  montre  sufTisaniment  l’origine  des  diverses  valeurs  que 
prennent,  suivant  la  nature  de  leur  exposant,  les  fonctions  cos  z"  et  sin  î"; 
mais  la  variété  des  formes  données  aux  dé\eloppemcnts  des  fonctions 
circulaires  et  des  métliodes  employées  pour  y parvenir,  ne  jH-rmet  pas 
d’en  insérer  le  détail  dans  une  simple  Note  : je  renvoie  pour  cela  aux 
ouvrages  que  j’ai  cités,  et  je  me  bornerai  à indiquer  deux  développements 
qui  sont  inverses  de  ceux  des  fonctions  sin  z"  et  cos  z". 


IV.  Les  formules  du  n“  187  donnent  aussi  des  expressions  simples  et 
élégantes  des  sinus  et  des  cosinus  des  arcs  multiples.  On  a - 

cos  nz  -(- 1/-^  sin  /iz  = (cos  i -1-v^ — i sin  a)"} 

ros  /iz  — p' — 1 sin  /iz  — (cos  z — v^—  i sin  a)“  î 

en  prenant  la  somme  do  ces  équations,  on  en  conclut 


cos  /iz  = 


(ros  a + v^—  I sin  z}"  -4-  (cos  z — y/—  i sin  z)" 

a 


et  si  l’on  retranche  la  deuxieme  de  la  première,  il  vient 

(cos  a-t- 1/—  I sin  a)"  — (cos  a — \J  — i sin  a)" 
sm  nz  = a Z_i L — î — 

h'  ' 
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eipressions  qui,  quoique  afTectées  d’imaginairea,  n’en  sont  pas  moins 
réelles,  parce  que  ces  signes  disparaissent  tous  par  le  développement 
des  puissances  indiquées.  En  effet,  on  a 

(cos  z-f-y/—  I sin  z)"  = cos  z*  y/—  i cos  sin  z 


n(n-i) 


cos  z""’ sin  z’  — etc.. 


(cos  z — y/ — I sin  r )"  = cos  ^ y/ — i cos  z”"'  sin  z 

i cos  z“"’  sin  o’  etc., 


et  substituant  ces  séries  dans  les  valeurs  ci-dessus,  on  arrive  à 
cos  nz  = cos  z" i cos  z'  ■ ’ sin  z’ 

I .2 

»(//— i)  (n  — a)(n  — 3)  , . , 

H — ^ ‘cos  z"  ‘ sin  z*  — etc., 

1.1.3. 4 


sin  nz  = - cos  z*"'  sin  z 

I 


«{/I  — i)  /(  — a)  ...  , 

i -‘t cos  sin  z^ 

1.1.3 


— 3)  (n  — 4). 

I .1.3. 4. 5 


NOTE  D,  indiquée  sur  la  page  271.  (Tonie  l'^) 

I.  Après  les  différentielles  de  la  forme 

Xdj 

y/A-f-  Bx-(-  Cx* 

dont  les  intégrales,  dépendant  des  arcs  de  cercle  ou  des  logarithmes, 
peuvent  se  calculer  numériquement  au  moyen  des  tables  trigonomé- 
triques,  on  a considéré  les  différentielles  suivantes  : 

! X dx 

*1  y/ A -y  Bx  -H  Cx’  D.r*  -y-  E.r‘ 

« 

pans  lesquelles  le  radical  n’est  encore  que  du  second  degré,  mais  contient 

Iusqu’à  la  quatrième  puissance  do  la  variable.  Comme  dans  le  n°  483,  ce 
adical  peut  être  rais  au  numérateur  ou  au  dénominateur,  X désignant 
oiijonrs  une  fonction  rationnelle  de  x.  En  raison  de  la  variété  des  formes 
pi’on  peut  donner  à X,  la  différentielle  proposée  est  susceptible  d’une 
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infinité  de  cas  différents;  mais  on  peut  les  ramener  à un  petit  nombre 
des  plus  simples. 

Pour  le  faire  plus  facilement,  il  convient  d’appliquer  au  radical  une 
transformation  qui  fait  disparaître  les  termes  de  degré  impair,  Bx  et  Dx*. 
On  arrive  à ce  point  de  plusieurs  manières,  (^ojez  le  Traité  in-4°,  t.U, 

p.  48.)  La  plus  simple  est  d’abord  déposer  x = > et  d’égaler  à zéro 

les  coefficients  do  ^et  de  y sous  le  radical,  qui  par  ce  moyen  prendra  la 
forme 

on  aura  ainsi  deux  équations  pour  déterminer  les  quantités  p et  q.  Alors 
la  différentielle  proposée  sera 

Ydv 

Y désignant  une  fonction  rationnelle  et  paire  de  y,  et  l'on  démontre 
(dans  l’endroit  cité)  que  si,  pour  abréger,  on  représente  le  radical  par  R, 

l'intégrale  J'—^  pourra  être  ramenée  à 

nr- 

II.  La  quantité  a + + soumise  au  radical,  pouvant  être  dé- 

composée en  deux  facteurs  réels  de  la  forme  c'4-.O’  d + revient  à 


et  si  l'on  fait'^  = p',  = y’,  on  n’aura  plus  à traiter  que  la  différentielle 


V^(* 

qui  pourra  être  convertie  en  série  convergente,  lorsque  les  doux  con- 
stantes P et  q seront  très-inégales,  ou  lorsipYelles  différeront  peu. 

On  a déjà  vu  un  exemple  du  premier  cas,  dans  le  n°  200,  sur  la  for- 

, dx  v^l  — r’x’  ....  (i — r’x’)d.r  , , 

mule  — — » qui  devient  — > lorsqu  on  multi- 

y'  1 — x’  v^(i  — x’)(  I — f’x’) 

plie  ses  doux  termes  jiar  ~c’x%  et  donne  lieu  à uno  série  d'autant 
plus  convergente  que  c est  une  plus  petite  fraction. 


lorsqu'on  multi- 
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En  général,  soit  = 


la  difTérentielle  en  ^ ae  changera  en 


I 

7> 


Nd« 


y/(. +«’)(.  4- 

et  on  développera  le  facteur  ^ suivant  les  puissances  do  la 

fraction  -• 

P 

Quand  les  valeurs  do  p et  do  q seront  presque  égales,  la  dlflérentiello 
proposée  s’écrira  ainsi  ; 

I Y (1  y I Ydj 

— • - 


P'I  + 


en  posant 


-L  = ^+a,  4 = 
P V 


et  alors  on  développera  le  radical  suivant  les  puissances  de  le  résultat 
sera  d'autant  plus  convergent  que  S sera  petit  par  rapport  à r’-f-j’.  Il 
y aurait  à la  vérité  quelques  cas  d’exception  ; par  exemple,  si  l’on  avait 
au  lieu  de  et  si  la  valeur  de  y était  peu  différente  de 

colle  de  /■;  mais  ces  détails  ne  sauraient  trouver  place  ici. 

11  suit  de  ce  qui  précède,  que  l’on  faciliterait  beaucoup  l’approxima- 
tion de  l'intégrale  cherchée,  si  on  la  préparait  de  manière  à augmenter 
l'inégalité  des  coefficients  p et  q,  ou  do  manière  à diminuer  sans  cesse 
leur  différence  : c’est  ce  qu’a  fait  Lagrange  par  uno  méthode,  la  plus  élé- 
gante peut-être  qui  soit  sortie  de  la  plume  des  analystes.  Ne  pouvant  l’ex- 
poser ici  {voyez  le  Traité  in-4°,  t.II,p.  77),  nousdirons  seulement  qu’en 


posant 


; > Lagrange  obtient  une  transformée 


Ldu  4 


Mdu 

v/  ( I ± ( I ± </’«’  ) 


dans  laquelle  L et  M sont  des  fonctions  rationnelles  de  et  />>  7,  iné- 
galité qu’augmentera  la  répétition  des  mêmes  procédés.  Ainsi,  dans  ce  qui 
précède  il  y a strictement  tout  ce  qu’il  faut  pour  calculer  les  intégrales 
proposées,  lesquelles,  comprenant  comme  cas  particulier  l’arc  de  l’el- 
lipse (262),  ont  été  nommées  transcendantes  elliptiques  ;VtiTC  de  l’hyper- 
bole en  fait  partie  (264),  tandis  que  celui  de  la  parabole  ordinaire  ne  dé- 
pend que  des  logarithmes  (260). 
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111.  Quoique  les  Iranscondanles  cilipliquos  n’aient  pu  jusqu’à  présent 
être  exprimées  jwr  des  fonctions  primitives  algébriques,  ou  logarith- 
miques, ou  circulaires,  on  leur  a néanmoins  découvert  des  propriétés 
remarquables,  analogues  à celles  qui  établissent  la  relation  des  sinus  et 
des  cosinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs  do  cercle,  et 
qui  mènent  à la  division  de  ces  arcs  : tel  est  l’objet  d’une  branche  d’a- 
nalyse portant  sur  la  comparaison  iks  transcendantes;  et  pour  en  mar- 
quer l’origine,  je  partirai  des  fonctions  logarithmiques. 

Si  l’on  ne  connaissait  pas  la  fonction  qui  est  l’intégrale  de  i on  pour- 
rait en  découvrir  les  propriétés  comme  il  suit. 

On  poserait  d’abord 


dx  d 

X 


y-- 


f étant  la  caractéristique  d’une  fonction  inconnue;  et  en  indiquant  l’inté- 
grale des  termes  de  l'équation  différentielle  dont  les  variables  sont  sé- 
parées, on  obtiendrait 

(A)  f(x)4-f(/)  = a, 

a étant  une  constante  arbitraire.  Mais  quand  on  fait  disparaître  les  déno- 
minateurs de  celte  même  équation  différentielle,  il  vient  jdx-(-xd^=o, 
dont  l’intégrale  est 

(B)  xr  = 13. 

Si,  pour  déterminer  les  constantes  a et  p,  on  faisait /=  i,  l’équation  (B) 
donneraitx  = p et  l'équation  (A)  deviendrait  f(P)-)-f(i)  = a,  d'où 
f(x)-|-f(jr)  =/(p)-l-f(i),  et  enfin 


en  remettant  pour  p sa  valeur  .rj. 

Pour  savoir  co  que  c’est  que  f(i),  il  suffît  de  poser  x = i d’où 


le  développement  de  cette  intégrale  s’anéantissant  quand  u = o,  montre 
que  l’on  peut  supposer  f(i)  = o,  et  qu’alors 


équation  qui  comprend  toute  la  théorie  des  logarithmes. 

Passons  aux  fonctions  circulaires;  soit  l’équation  différentielle 
dx  , dj  _ 
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représentons  par  f ( j:) 
il  viendra  d’abord 


etf(.r)  les  intégrales 


r tix 

J 


et 


(A) 


127 


Or,  de  même  que  ci-dessus,  il  existe,  entre  les  variables  x et  y,  une  équa- 
tion algébrique  qu’Euler  a trouvée  le  premier  pour  un  cas  plus  général, 
et  qui  se  réduit  à 


(B) 


rv''i— j-'  + xv/i— y = P, 


pour  celui  qui  nous  occupe.  Ne  pouvant  entrer  ici  dans  le  détail  du  calcul 
qui  se  rapporte  à cette  équation,  je  donnerai  seulement  la  manière  de  la 
vérifier  par  la  différentiation.  On  aura  en  premier  lieu 


VI  — x’  /i 


ce  qui  revient  à 


et  donne  par  conséquent  l'équation  proposée , quand  on  supprime  le  se- 
cond facteur  qui  ne  contient  point  de  différentielles. 

Cela  posé,  quand  on  fait^=  o,  on  a,  par  l’équation  (B),  x=  p,  et  par 
l’équation  (Â), 

f(P)  = a-f(o);  . 


mais  par  le  développement  de  / - _ , on  reconnaît  tout  de  suite  la 

J v'-y 

possibilité  de  supposer  f (o  ) = o.  B suit  de  là  f ( p ) = a,  et  par  conséquent 
f(-^^)  + ^Ü')  = f(//i— -r’4- 


Si  l’on  fait  f (x)  = /,  f(/)  = «,  et  qu’on  désigne  par  f,la  fonction  inverse 
do  celle  que  représente  f,  en  sorte  que  x=  f,{r),  /■=  f,(«),  l'équation  pré- 
cédente deviendra 


'+“  = f[f,(“)  t/i -f,(0'-i-f, (O  v^i-f, («)’]. 

puis 

f,(r  + «)=f,(„)v/.-f,(r)>-i-f,(Ot/i-f,(«)>; 
ce  qui  est  évidemment  la  môme  chose  que 


sin  (/-!-«)=  sinrcosn-i-8in»cosr. 
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SOTES. 


sin  (r  — u)  = sin  rcosu  — sinucosr, 
en  partant  de  l'équation  difTérentielle 

d J Ay  _ 

Ces  formules,  qui  sont  la  base  de  toute  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires , conduisent  aux  expressions  des  sinus  et  des  cosinus  des  arcs  mul- 
tiples d’un  arc  donné , lesquelles , par  un  simple  renversement  d’incon- 
nues, fournissent  l'équation  d’où  dépend  la  division  de  cet  arc  en  parties 
égales.  On  en  peut  voir  un  exemple  dans  le  n°  17 1 de  la  Trigonométrie, 
et  il  suffira , pour  faire  concevoir  comment  la  résolution  de  certaines 
classes  d’équations  se  lie  avec  la  division  d’un  arc  en  parties  égales. 

Euler  ayant  trouvé  aussi  une  équation  algébrique  qui  satisfait  à l’équa- 
tion différentielle 


— ■ — H — ...  = O, 

y/A-i-Bx-t-C.H4-  Dx^  + Ej-*  C/’-t-D/’  + Er* 

a jeté  les  fondements  de  la  comparaison  des  transcendantes  elliptiques,  à 
laquelle  Legendre  s’est  appliqué  avec  un  grand  succès,  dans  une  longue 
suite  de  recherches. 

D’abord  il  en  simplifia  la  forme,  que  Lagrange  avait  déjà  ramenée  à 

• Pdx 

y/a-t-flx’-l-yx* 


et  montra  que  ces  différentielles  pouvaient  toujours  être  exprimées  par 

Qdy 

\/|  — c’siny' 


au  moyen  do  la  transformation  indiquée  dans  le  n“  263  : il  prouva  ensuite 
qu’en  les  prenant  dans  l’état  le  plus  général , on  n’en  tirait  que  les  trois 
formules 


f , /dfv^i  — r’sin?’j 

J »/i-c-siny' 

r dy 

J (i -|-/isiny’)  \/  I — c’siny’ 


irréductibles  entre  elles,  et  constituant  trois  espèces  distinctes,  la  seconde 
étant  l’arc  d’une  ellipse  dont  le  grand  axe  = i,  et  l’excentricité  = c. 

Dans  ce  cas,  le  procédé  de  Lagrange  qui  opère  la  diminution  continuelle 
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(le  c,  fait  passer  de  l’ellipse  proposée  à d’autres  dont  l’excentricité  de- 
vient de  plus  en  plus  petite , et  qui  s’approchent  sans  cesse  du  cercle 
décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  (f^nrez  le  Traité  in-4”,  t.  II, 
p.  176.) 

L’augmentation  successive  du  coelTicient  c mènerait,  au  contraire,  à des 
ellipses  de  plus  en  plus  aplaties  et  s’approchant  sans  cesse  de  la  ligne 
droite. 

Pour  la  première  espèce  de  transcendante,  à l’équation  différentielle 


y/l— r’biuy'  V^(  — c’sinJ'’  ’ 
répondent  les  équations  primitives 

(A)  f(?)-(-f{j.)  = «, 

(B)  cosij>co8'(i  — sinysin-{<  \/ 1 — <’sin(t’=  cosp. 


a et  P étant  les  constantes  arbitraires;  la  seconde  équation,  qui  est  algé- 
brique, détermine  entre  7 et  des  relations  analogues  à celles  des  varia- 
bles X et  T'  relatives  au  cercle  (p.  127). 

Nous  ferons  observer  que  la  fonction  f de  l’équation  (A)  ne  dépend  que 
de  deux  quantités,  savoir  : c qu’on  nomme  le  module,  et  l’arc  de  cercle  7, 
qui  désigne  l’étendue  ou  VamplUude  do  la  fonction. 

La  suite  des  valeurs  correspondantes  de  c forme  ce  que  l'on  appelle  une 
échelle  de  modules.  La  première  cpi’on  ait  connue  est  celle  cpii  résulte  de 
la  transformation  employée  par  Lagrange  (p.  laS).  Legendre  en  a trouvé 
une  seconde,  etM.  Jacobi  (de  Kœnigsberg)  a montré  qu’jl  y en  avait  une  infi- 
nité d’autres,  dans  lesquelles  pourtant  la  première  n'était  pas  comprise. 

Sous  ce  point  de  vue,  l’intégrale  Ç ^ ^ — qui  exprime  latrans- 

J — c’sin7’ 

rendante  de  première  espèce,  est  désignée  par  F (c,  7). 

C’est  de  l’équation 

d 7 p d'(> 

/i  — P sin  7’  y'  I — /l’ fin  -y  * 


que  part  M.  Jacobi,  dans  ses  recherches.  Lorsqu'on  intègre  séparément 
chaque  membre  entre  les  mêmes  limites,  p étant  un  nombre  constant, 
on  a 

■•'(A,  ?)  = ,<*F(/i, 'H, 

ce  qui  établit  le  rapport  p entre  deux  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce , mais  différentes  par  le  module  et  l’amplitude.  On  peut  remplir 
cette  condition , en  prenant  pour  le  sinus  do  l’une  des  amplitudes  une 
G*  étl.  II.  Cl 


J 
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fonction  rationnelle  du  sinus  de  l'autre,  et  dans  les  coefTicients  de  laquelle 
est  introduit  un  nombre  qui,  par  les  diverses  valeurs  qu'on  peut  lui  assi- 
gner, donne  les  différentes  échelles  do  modules  : tel  est  le  théorème  prin- 
cipal découvert  par  M.  Jacobi. 

Pendant  qu’il  enrichissait  de  formules  nouvelles  la  comparaison  des 
transcendantes  cllipti(iues,  un  géomètre  suédois,  Abel  (de  Christiania), 
qu'une  mort  prématurée  a enlevé  au  milieu  des  plus  grands  succès,  s’oc- 
ciqiant  aussi  du  même  sujet,  trouvait  de  son  côté  les  résultats  énoncés 
plus  haut,  cl  d’autres  qui  lui  appartenaient  exclusivement. 

11  change  l’ordre  des  quantités,  en  regardant  l’amplitude  comme  fonc- 
tion de  l’intégrale,  c’est-à-dire  que  désignant  par  u l’intégrale 


/; 


do 


/ 1 — c’  SI 


au  lieu  de 


« =:  F(c,  sin  ÿ),  il  pose  = 


A étant  la  caractéristique  de  la  fonction  inverse  do  celle  que  représente  F, 
et  l’on  a sin  y ~ sin  An. 

Pour  bien  concevoir  en  quoi  consiste  ce  changement,  il  suffit  de  se  rap- 
peler l’échange  fait  plus  haut  (p.  1-27)  entre  l’arc  de  cercle  et  son  sinus. 
D’abord,  les  arcs  sont  exprimés  par  leurs  sinus,  et  ensuite  c’est  le  sinus 
qu’on  indique  par  son  arc. 

Les  Mémoires  d’Abel  ont  été  insérés  dans  le  Journal  de  Mathémati- 
ques do  M.  Crelle;  M.  Jacobi  a tiré  des  siens  un  ouvrage  publié  à part, 
en  intitulé  ; Famlamcutn  nova  Theoriœ  functionum  cUipticanim, 

sur  lei]uel  .M.  Poisson  a fait,  à l’Académie  des  Sciences,  un  rapport  enrichi 
de  notes  savantes,  et  dont  elle  a ordonné  l’impression.  (Foyez  le  t.  X de 
ses  tSouvraiix  Mémoires,  p.  73.) 

IV.  Outre  les  transcendantes  elliptiques,  il  y en  a encore  deux  genres 
auxquels  Fuleradonné  une  attention  particulière,  et  qui  sont  entrés  dans 
les  recherches  de  Ia?gendie  : ce  sont  les  formules 

y .1^- 'd.r(i  — ,t”)~  et  < 

qu’il  a nommées  Intéf^ralcs  Eutéricnnes  {voyez  le  Traité  in  4",  l-  III, 
p.  4îi,  473).  On  a indiqué,  dans  le  n“  PH,  la  propriété  fondamentale  <lc 

l’intégrale  J" dxl  J entre  les  limites  /.éro  et  rinfini,  et  le  cas  singu- 
lier où  ])  — -• 
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Ajoutons  ici  que  le  Traité  dvs  fonctions  elliiiiiqiifs,  par  Legendre,  con- 
tient des  tables  très-complètes  pour  calculer  les  valeurs  numériques  do 
ces  fonctions. 

Le  rapprochement  de  tout  ce  qui  précède  doit  faire  connaître  les  points 
principaux  des  recherches  auxquelles  donne  lieu  le  classement  des  di- 
verses transcendantes,  et  comment  des  intégrales  dont  l'expression  indé- 
Qnie  ne  saurait  être  obtenue  dans  l’état  actuel  de  l’analyse,  prennent  des 
valeurs  assignables  entre  certaines  limites,  et  manifestent  des  relations 
plus  ou  moins  simples  lorsqu’on  assujettit  à des  progressions  particulières 
les  valeurs  successives  do  leur  variable. 


NOTE  E,  indiquée  sur  les  pages  et  Zoxj.  (Tome  !'■'. ) 


I.  On  a vu,  dans  le  n°27i,  que  le  résultat  des  intégrations  successives, 
par  rapport  à deux  variables,  ne  dépendait  pas,  en  général,  de  l’ordre  dans 
lequel  ces  deux  intégrations  étaient  elTectuées  ; on  peut  aussi  se  rendre 
compte  do  cette  circonstance,  en  considérant  les  intégrales  comme  des 
sommes  d’éléments,  au  moyen  do  l’expression  donnée  dans  la  note  de  la 
page  277  du  tome  1".  Enelfet,  soitl’intégraledouble  //îd.rd.roùi  = ft-c,/), 
et  ayant  pour  limites  a et  a'  par  rapport  à x,  A et  i'  par  rapport  à 
commençons  par  l’intégration  relaliveà  x,  et  posons  a'  = n + n *;  mais,  pour 
abréger,  écrivons  f{ni,x)  au  lieu  de  f(n-f-ma,^);  n«us  aurons , d’après 
la  note  citée, 

:dx=  a [f(o,  v)-f-f(i,  v) +f(«—  i,.v]. 

Multipliant  ensuite  par  d^  les  deux  membres  de  cette  équation , et  inté- 
grant depuis  /=  b jusqu’à/ = b',  en  faisant  b'  = b+pa,  un  terme  quel- 
conque a/d/f(m,/)  du  second  membre  donnera 


a’[f{m,  o)-+-f(«),  i)-t-f(OT,î) -\-((m,p—  i], 

et  il  en  naîtra,  pour  le  développement  complet, 

^ a' 

J,  1 


t(o. 

0) 

-î-f{i 

0) 

-+-f(a. 

0).... 

...-t-f(//  — I,  0)  \ 

+ f(o. 

■) 

+ f(' 

>) 

+ f(ï, 

I).... 

+ f(o, 

-î-f(i 

a) 

+ f(». 

a).... 

-l-f(//  — 1 , a)  /) 

P- 

>)  + r(i 

9- 
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OÙ  chaque  ligne  représente  une  intégrale  relative  à x,  et  chaque  colonne, 
une  intégrale  relative  à y.  Si  l’on  renversait  l’ordre  des  intégrations , les 
colonnes  prendraient  la  place  des  lignes,  et  réciproquement  : il  n’y  aurait 
de  changé  que  l’ordre  des  substitutions;  cardans  le  premier  cas,  on  com- 
mence par  substituer  à x ses  diverses  valeurs,  et  l’on  ne  met  qu’ensuite 
celles  de  y,  tandis  qu’on  fait  évidemment  le  contraire  dans  le  second  cas. 
Or,  cela  ne  change  rien  en  général  à la  valeur  des  termes  du  dernier  dé- 
veloppement, puisque  f(x, y)  doit  toujours  rester  la  même,  lorsqu'on  y 
met  pour  x et  les  mêmes  valeurs,  dans  quelque  ordre  que  s’effectuent 
les  substitutions. 


Q.  Il  y a pourtant  à cela  une  exception,  lorsque  ces  valeurs  rendent 
f{x,/)  indéterminée,  en  la  faisant  passer  par  l’infini.  C’est  sur  la  fonction 

Cauf^hy  a d’abord  fait  cette  remarque.  Quand  on  y sup- 
pose simultanément  x = o,  y = o,  elle  devient  entièrement  indéterminée, 
comme  celle  qu’on  a considérée  dans  le  n°  154  [voyez  aussi  le  Traité 
in-4°,  t.  I,  p.  357-360  et  607  );  mais  si  l’on  n’opère  les  substitutions  que 

l’une  après  l’autre,  en  commençant  par  x = o,  on  trouve^  = jji  ce  qui 

devient  -(-infini,  lorsqu’on  y fait_>-  = o;  et  dans  l’ordre  contraire,  il  vient 

d’abord  ■ = — — y que  la  supposition  de  x = o change  en  — infini  ; 

mais  la  différence  des  deux  résultats  cesse  dès  que  l’on  ne  considère  plus 
X et  J comme  rigoureusement  nuis  ; il  n’y  a donc  qu’un  seul  élément  qui 
prenne  deux  valeurs,  celui  qui  répond  à x = o,  _y=  o;  et  ce  qu’il  faut 

bien  remarquer,  c’est  que  la  fonction  devenant  alors  infinie, 

fait  prendre  à cet  élément  une  valeur  finie  qui  influe  sur  celle  de  l’inté- 
grale proposée  ; aussi  arrive-t-on  à deux  résultats  différents,  suivant  Tordre 
dans  lequel  on  effectue  les  intégrations. 

Pour  s’en  assurer,  il  faut  remarquer  que  si  Ton  fait 


il  vient 


« = arc  ^tang  = 


d//  _ V d« 

dx~  x’+y*'  HT-' 


x’-l-  1 


Il  suit  de  là  qu’en  commençant  par  l’intégration  relative  à x,  on  a en 
général 

/,  f d’«  , d«  X 

" ~ J (TTdT “ HT  - .Tm=7  ’ 
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et  depuis  x = o jusqu’à  x = on  obtient 


Passant  ensuite  à 


+ n’+f’ 


/du,  r a'  cl  )■  P n d r 
ÎTr  ^ 

= arc  ^lang  = — arc- ^lang  = ; 

et  les  limites  de  cette  nouvelle  intégration  étant  ù et  6',  on  trouve  pour 
dernière  expression 

arc  ^lang  = - arc  ^tang  = — arc  ^lang  = + arc  ^Ung  = • 

Quand  on  procède  dans  l’ordre  inverse , on  a successivement 


_ r d’u  _d"  _ 
’ “Jdxd/  •^'~dx~ 


J 

x>-l-^’ 


fc'  I b 
' + x‘  + b^' 


/du  J C ^’dx  r bAx 

= — arc  ^tang  = + arc  ^lang  =t  ^ 


et  en6n 

— arc  ^tang  = ^-\-  arc  ^tang  = ^ + arc  ^tang  = Çj  — arc  ^tang  — 

Il  ne  serait  pas  dilTicile  de  montrer  que,  dans  leur  étal  général,  les 
deux  expressions  précédentes  sont  identiques;  mais  si  l’on  fait 

n=  — I,  u'=i,  6=  — i,  b'=zi, 

limites  entre  lesquelles  tombent  x = o,  j = o,  et  d’où  il  résulte 

arc(tang=  i)  = arc(tang=  — i)=  — 

4 4 


on  trouvera  les  valeurs 


ir  ?r  jr  TT 

4 + 4 "^4  ■^4  = "’ 

TT  n 7F  TT 


qui  ne  sont  pas  égales,  mais  dont  la  clilTcrence  est'2;r. 
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Si  l’on  voulait  prendre  x = o,  .r=o,  jwur  les  premières  limites  des 
intégrales  cherchées,  il  faudrait  faire  d’abord  a'=  é'=  i,  et  la  première 
expression  deviendrait 


^ — arc(  tang  = 6)  — arc  ^tang  : 


^)+arc(tang  = J^), 


ou  bien 

— ^ — arc  ( tang  = 6)  + arc  ( tang  = a ) -4-  arc  ^tang  = ^ » 
à cause  que 

arc  ftang  = ^ — arc  ( tang  = a). 


Considérant  alors  a et  comme  des  quantités  très-petites,  et  n^ligcant 
en  conséquence  les  termes 

ara(  tang  = rt),  arc  ( tang  =é), 


il  resterait  — 7 -f-  arc 
4 


expression  qui  devient  indéterminée 


quand  a et  b sont  nuis.  Si  l’on  posait  b = ma,  on  aurait 


— j-f-arc(tang  = ;n). 


la  quantité  m pouvant  varier  do  o à l’infini  : dans  le  premier  cas,  le  ré- 
sultat est  — 71  et  dans  le  second, -t-  7 > à cause  que  are  (tang  = infini)  = 

4 4 2 

la  différence  entre  ces  deux  valeurs  est  w.  On  a trouvé  d’abord  nt,  parce 
que  les  variables  jt  et  étant  à des  puissances  paires,  dans  la  fonction 
proposée,  chaque  intégration  de  — 1 à 1 donne  on  résultat  double  do 
celui  qu’on  obtient  de  o à -4- 1 . 

L’ambiguïté  qu’on  vient  de  montrer  n’aurait  pas  lieu  pour  tes  intégrales 


//, 


y-  — x‘ 


dard) 


prises  dans  les  mémos  limites,  quoique  la  fonction 


■r’ 


se  présente  sous  la  forme  quand  on  y fait  è la  fois  j:  = o,  o,  et 

prenne  deux  valeurs  différentes,  suivant  l’ordre  des  substitutions,  parce 
(juc,  res  valeurs  étant  finies,  elle  n’a,  dans  cette  circonstance,  qu'un  élé- 
ment infiniment  petit. 
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111.  La  différcnco  des  valeurs  obtenues  en  variant  l’ordre  des  intégra- 
tions, ne  venant  que  du  seul  clément  placé  i>  l’origino  des  variables  j et/, 
M.  Cauchy  l’évalue  à part,  ce  que  l’on  peut  faire  comme  il  suit. 

Soit  l’expression  générale  de J'zd:r,  z devenant  infini  par  des 

valeurs  de  x et  de  /,  comprises  entre  les  limites  a et  a',  é et  é';  en  dési- 
gnant par  a la  valeur  de  x,  et  par  A une  quantité  très-petite,  l'intégrale 

J'zdx,  prise  dans  le  petit  intervalle  de  « — ^ à «H- A,  sera 

et  dans  l’intégration  suivante,  eOectuée  depuis  b jusqu’à  / = b',  don- 
nera la  portion 

,b' 


r 

•■’b 


d/[f(a-4-^,/)  -y(“  — 


qui  approchera  d’autant  plus  d’étrc  celle  qui  correspond  à un  seul  élé- 
ment, que  la  valeur  assignée  à A sera  plus  petite. 

Dans  l’exemple  de  l’article  11,  pour  lequel 

ÿ(-*’./)  = ■ 


l’expression  trouvée  ci-dessus  devient 

A 


= aarc  ^tang  = — aarc  ^tang  = — 

En  faisant  A = o,  pour  passer  à la  limite,  on  a 

aarc(tang  = infini)  — aarc  (tang  = — infini) 


aw 

a 


précisément  la  dilfércncc  trouvée  dans  rarticlc  cité. 

Les  intégrales  où  l’on  ne  considère  qu’un  élément,  ainsi  qu’on  l’a  vu 

plus  haut  pour  J sdx,  ont  été  nommées,  par  M.  Cauchy,  intégrales  sin- 
gulières; les  lecteurs  qui  voudront  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  les  trou- 
veront dans  le  tome  1 des  Nmifcnux  Ménmires  pn’rsenlés  à t Académie 
des  Srienccs,  par  dieers  Savants,  p.  67a. 

IV.  La  dilférentiatioii  sous  le  signe  intégral  n’a  été  considéré»^,  dans  lu 
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note  de  la  page  Sag  du  tome  I",  que  par  rapport  aux  intégrales  in- 
définies, et  n'est  complète  pour  les  intégrales  définies,  que  lorsque  leurs 
limites  ne  varient  pas.  Quand  le  contraire  a lieu,  il  se  présente  deux  cas, 
selon  que  les  valeurs  extrêmes  de  la  variable  indépendante  ne  se  trouvent 
pas  comprises  sous  le  signe  /,  ou  qu’elles  entrent  dans  la  fonction  sou- 
mise à ce  signe  : voici  pour  le  premier. 

Une  intégrale  étant  équivalente  i une  somme  d’éléments  que  l’on  peut 
supposer  aussi  petits  qu'on  voudra  (23â),  on  voit  sans  peine  que  si  les 
valeurs  extrêmes  représentées  par  n et  6 deviennent  o -f-  da  et  6 -f-  àb, 

l’intégrale  J Xdxaugmenlera  de  l'élément  A.dé,  etdiminuerade  Ada, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  deviendra 


Xdj-4-Bdê- Ad 


a. 


fi  étant  mis  pour  A,,  ou  bien  encore 


dx-t-f(é)dé  — r(<i)d<7, 


en  représentant  Xparf(x),  comme  dans  la  note  do  la  page  277  du  tome  1". 

Supposons  maintenant  que  X comprenne  en  mémo  temps  les  quantités 
a et  6 ; alors  le  changement  de  a en  a -1-  d«,  et  de  b en  é -H  dé,  don- 
nera, au  lieu  do  X,  X-l-4— dn-l-^dé,  et ’si  les  quantités  a et  é 
da  do 

sont  des  fonctions  d’une  troisième,  y,  on  aura 
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NOTE  I. 

SUR  QUELQUES  POINTS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 
ET  DU  CALCUL  INTÉGRAL  {*). 


De  la  dérivée  d’une  fonction  d'une  seule  variable. 


1.  Lorsque  la  valeur  absolue  ou  le  module  d’une  quantité 
variable  décroît  indéfiniment  de  manière  à avoir  zéro  pour 
limite,  on  dit  que  cette  quantité  devient  injinimenl petite. 

Lorsque  le  module  d’une  variable  croît  indéfiniment  de  ma- 
nière à pouvoir  surpasser  toute  quantité  donnée,  on  dit  que 
cette  variable  devient  infiniment  grande  ou  infinie. 

Une  fonction /(x)  de  la  variable  x est  dite  continue  pour 
les  valeurs  de  x comprises  entre  les  limites  a et  6,  si  pour 
chaque  valeur  de  x comprise  entre  ces  limites  la  valeur  nu- 
mérique de  la  différence 


décroît  indéfiniment  avec  h,  c’est-à-dire  devient  infiniment 
petite  en  même  temps  que  It. 

Lagrange  a nommé  dérivée  de  la  fonction/(x),  la  limite  vers 


laquelle  converge  le  rapport 


h 


lorsque  h tend  vers  zéro; 


( ’ } Celle  Nopte  a pour  objet  ilc  eoropléter  en  dieera  pointe  fondamentaux  l'on- 
vraco  de  Lacroix,  et  de  substituer  des  méthodes  rigoureuses  h quelques  démons- 
trations de  l'auteur  qui  nous  ont  paru  insnflisantes. 

C'  td.  II.  ,0 
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NOTE  SUR  I.E  CALCUL  DIFFI^.RRNTIEL 


celte  locution  a prévalu  sur  celle  de  coefficient  différentiel, 
qui  n’est  plus  usitée  aujourd’hui.  D’après  la  définition  précé- 
dente, si  l’on  désigne  par/'  {x)  la  dérivée  de/(*)  et  que  l’on 
pose 


h 


la  quantité  • tendra  vers  zéro  avec  h,  c’est-à-dire  sera  infini- 
ment petite  en  même  temps  que  A;  on  a,  en  multipliant  la  for- 
mule précédente  par  A, 

La  dérivée  f{x)  de  f'[x)  est  dite  dérivée  du  deuxième 
ordre  de  f{x);  pareillement  la  dérivée /*(jr)  de /"(x)  est  la 
dérivée  du  troisième  ordre  de  f(x),  et  ainsi  de  suite. 

2.  Thëobèue.  Si  f(x)  désigne  une  fonction  continue  pour 
les  valeurs  de  \ comprises  entre  deux  limites  a et  b,  et  que  la 
dérivée  f ' ( x ) reste  finie  pour  ces  mêmes  valeurs;  si  en  outre 
X,  et  X sont  deux  valeurs  de  x comprises  entre  a et  b,  et  que 
l'on  fisse  X — x,  = mh,  on  aura 

/(X)-/(x.) 

_ ^ 'liin/' ( ■^» ) +/' ( ■^'< ~i~ ^* ) -+-  • • • -l-/'(x.-t-w  — I A)^ 

pour  ni  = X , c’est-à-dire 

/(X)-/(x.)  = (X-x.)M, 

M étant  la  limite  vers  laquelle  tend  la  moyenne  arithmétique 
des  quantités  f'(x,),  f (x, -f-b), . . .,f  (x,  -(-in  — i h),  lorsque  li 
tend  vers  zéro. 

On  a,  en  effet, 

/{x.-H  h)—f{x,}=  A/'(x.)  + Al,. 

/(  X, -+- 2 A ) — /(  X,  + A ) = ///■' ( X, -h  A ) -t- A « ; , 


f(x,-y  mh)—f[x,-\-m  — i A ) = A/' (x,  4-  m — i A)+ Ai«, 

«1,  «1,  étant  des  quaiililcs  qui  s'annulent  avec  A.  Nous 
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désignerons  par  t la  moyenne  arithmétique  de  ces  quantités, 
et  par  OIV  la  moyenne  arithmétique  des  quantités 

f {x,  -h  II) f (x,  -t-  m — I h);  on  aura  alors,  en  ajoutant 

les  équations  précédentes,  » 

/(X)  — /(x.)  = mhyn  mht, 

ou 

/(X) -/(X.)  ={X-x.);)rc 

Si  l’on  fait  tendre  h vers  zéro,  i s’évanouit  et  se  réduit  à sa 
limite  M ; on  a donc 

/(X)-/(ar.)  = (X-x.)M; 
ce  qu’il  fallait  démontrer. 

3.  CoROLLAiBE  I.  La  fonction  f(x)  est  constante  entre  les 
limites  a et  b,  si  sa  dérivée  est  constamment  nulle  entre  les 
mêmes  limités.  Dans  le  cas  contraire,  la  fonction  f(x)  est 
constamment  croissante  si  sa  dérivée  n’est  jamais  négative 
entre  les  limites  a et  b,  tandis  qu’elle  est  constamment  dé- 
croissante si  sa  dérivée  n’est  jamais  positive  entre  les  mêmes 
limites. 

En  effet,  si  f'{x)  est  constamment  nulle  entre  les  limites 
a et  b,  OIL  et  M sont  nulles;  on  a donc  F (X)  =/(æ„).  Ensuite, 
si  la  dérivée  f (x)  n’est  jamais  négative  sans  être  constam- 
ment nulle,  etM  sont  positives,  et  par  suite/(X)  — /(.r.) 
est  de  même  signe  que  X — x„  Au  contraire,  ces  deux  diffé- 
rences sont  de  signes  contraires,  si  la  dérivée  f(x)  n’est  ja- 
nîais  positive,  car  alors  3tl  est  négative,  et  il  en  est  de  même 
de  M. 

Corollaire  II.  La  quantité  M est  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  /'(x)  quand  x varie 
de  X,  à X;  par  conséquent,  si  cette  fonction  est  continue  entre 
ces  limites,  elle  passera  par  la  valeur  M pour  une  valeur  de  x au 
moins  ; cette  valeur,  comprise  entre  x,  et  X,  peut  être  repré- 
sentée par  X,  -f-  0 (X  — X,),  en  désignant  par  6 une  quantité 
comprise  entre  o et  i . Dans  cette  hypothèse,  on  a donc 

/{X)-/(x.)  = (X-x.)/'[.r.-hO(X-x.)]. 

lO. 
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Formules  de  Taylor  et  de  JUaclaurin 

k.  Lemre.  Soit  f(x)  une  fonction  qui  reste  finie  et  conti- 
nue, ainsique  ses  n — i premières  dérivées  V [\),  f"(x 
[""'(x),  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  deux 
limites  a a H-  h;  Von  a 

f{a)  = o,  f(a)  = o,  f(a)  = o,...,  f‘~'[a)  = o. 

et  que  la  n'*“*  dérivée  f"  (x)  reste  finie  et  ne  change  pas 
de  signe  quand  x varie  rfe  a d a -f-  h,  la  fonction  f(x  ) sera  de 
même  signe  que  h*  P"  { x ) pour  toutes  les  valeurs  de  x com- 
prises entre  les  mêmes  limites  a e/  a h. 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l’on  ait 

h"f"{x)  > ou  = O, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x convprises  entre  a et  a -1-  A;  la 
fonction  (x)  sera  croissante  (n”2);  et,  comme  elle  s’an- 
nule pourx  = a,  elle  aura  le  signe  de  h pour  les  valeurs 
de  X comprises  entre  a et  a 4-  A ; en  conséquence  le  quotient 
de  sa  division  par  A sera  positif,  et  l’on  aura 

A—'/*“'(j^)>o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  a 4-  A.  En 
raisonnant  sur  cette  inégalité  comme  on  l’a  fait  sur  la  précé- 
dente, on  trouvera 

A-’/’-’(^)>o, 

et  en  poursuivant  de  la  même  manière,  on  aura  successive- 
ment 

A— /->(^)>o,..  , //f(x)>o,  /(x)>o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  a 4-  A. 

Il  est  clair  que  le  même  raisonnement  prouve  que  si  l’on 
avait  A"/*(xXou=o,  on  arriverait  à /(xXo;  ce  cas  se 
ramène  au  précédent  en  remplaçant /(x)  par  —f{x). 

5.  Corollaire.  Soit  F(  x ) une  fonction  qui  reste  finie  et  con- 
tinue, ainsi  que  ses  n — i premières  dérivées  pour  toutes  les 
valeurs  de  x comprises  entre  a e/  a 4 li;  si  Von  détermine  deux 
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fonctions  ^ ( x ) et  '}<  ( x ) ayant  cette  même  propriété,  telles  en 
outre  que  l'on  ait 

y(a)  — Sf(a)  = lt[a), 

T'(a)=f(a)=F'(«), 


Ÿ*“ ' (a)  = {«)  = F—'  (a), 

et 

4*  ÿ"  ( j:X  A»  F"  (*)<;  A*  i}."  (x), 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  a e/  a + b,  on 
aura  aussi  pour  les  mêmes  valeurs  de  x , 


et,  par  conséquent, 

(i)  F(x)  = if(x)  + (*[<Hx)  — ÿ(x)], 

I*  désignant  une  certaine  quantité  comprise  entre  o et  i. 

La  démonstration  de  ce  corollaire  est  contenue  dans  l’énoncé 
même  du  lemme  précédent,  où  il  suffit  de  faire  successive- 
ment/(x)  = F (x)  — <j>  (x)  et  /(x)  = ij<  (x)  — F (x). 

6.  Formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  Ces  formules  ont 
pour  objet  d’approcber  de  la  valeur  d’une  fonction  quelconque 
par  le  moyen  d’une  fonction  entière  ou  d’un  polynôme. 
solution  de  ce  problème  est  donnée  de  la  manière  la  plus 
simple  par  l’équation 

(a)  F (fl  A)  = <p  (a  + A)  + (*  [ili  (rt  A)  — ^ (a  + A)], 

qu’on  obtient  en  faisant  x = a + A dans  l’équation  ( i ),  et  dans 
laquelle  les  fonctions  f(x)  cl  ']<(x)  sont  assujetties  aux  condi- 
tions imposées  par  l’énoncé  du  corollaire  précédent. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  notre  formule  suppose  que  la  fonc- 
tion F (x)  reste  finie  cl  continue,  ainsi  que  ses  n — i premières 
dérivées  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  a cl  a 4- A, 
cl  en  outre  que  la  a'*"'  dérivée  reste  finie  pour  ces  mêmes 
valeurs. 

Cela  posé,  nous  prendrons  pour  ç(x)  et  pour  \|<  (x)  deux  poly- 
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nônies  en  x du  degré  n,  cl  alors  on  aura,  comme  on  le  dé- 
montre en  algèbre  et  comme  il  est  d’ailleurs  facile  de  s’en 
assurer, 

?(•*)  = ?{«)-!-  —7—  ?'{«)-!-•  • •+  777777^  ?"(<*)» 

4,  (x)  = + («)  -f-  f (a)  -t-  . . . 

Mais  on  doit  avoir 

Ÿ (a)  = '}'(«)=  F(«). 

?'(«)  = '!''(«)=  F'(rt), 

f"-'  (a)  = = F*~'(rt), 

et  en  outre 

/i"ij>*(xX /i"F"(ar)<;  (x), 

pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  a 4-  A.  Comme  ÿ"(x) 
et  se  réduisent  ici  à ç"(a)  et  ’|'"(a),  notre  dernière  condi- 
tion sera  satisfaite  si  l’on  prend  ç"(«)  = Mi  et  iJ/"(a]  = M,,  en 
désignant  par  /i'M,  et  A*M,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
valeurs  que  prend  A"F'(x)  quand  x varie  de  a à a 4-  A.  D'après 
cela,  si  l’on  donne  à x la  valeur  a 4-  A,  on  aura 


,(»+/0=r(»)+^F(«)+...+  -J^F«(a)+^M,. 


,|,  («4-A)=F{  0)4-7  !•'(«)- 


-P(o)4-...- 


A""'  ,,  , , A*  .. 

F— {fl)4-7-T — 


1) 


i.a...n 


En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (2)  et  posant 
M = ftM,  4-  ( I — fi)  Ml , 

il  viendra 


( F(«4-A)=F(a)4-  -P(o)4--^F"’(o)4-... 


(3) 


A—. 


a. . . ( n — I 


1 . 2 
F"-' (rt) ■ 


A" 


I .2. . .n 


M; 


l'une  des  quantités  M, , M,  désigne  la  valeur  maxima  de  F“(.r) 
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quand  x yarie  de  « à a-i-A,  l'aulrc  est  la  valeur  minima; 
d'ailleurs  est  compris  entre  o et  i,  doncM  désigne  une  quan- 
tité comprise  entre  M,  et  M,.  Il  résulte  de  là  que  si  la  fonction 
F”{x)  est  continue  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et 
a -h  h,  elle  passera  au  moins  une  fois  par  la  valeur  M ; la  valeur 
correspondante  de  x pourra  être  représentée  par  «-+-9 A, 
9 étant  une  quantité  comprise  entre  n et  i,  et  l’on  aura 

M = F"(a-»-  9/i), 

par  conséquent 
F(a-i-A)  = F(a) -t- yF'(û) -f 


h—' 


I .2.  . . (rt  — l) 


F-(«). 


l .2.  . 


F"(a  -t-  O/i). 


Si  l’on  remplace  d’abord  a para:,  puis  aparzéro  et  h parx, 
on  obtient  les  deux  formules 


( F(x-4-/i)  = F(x)H-^F'(x)-t-^F'’(x)-t 

A.-'  /. 

( + — ...—F-'  (-)  + + ®/'). 


I .2,  . . («  — l] 


I .2. . . n 


(5) 


F(x)  = F (o)  Y 


x^' 


>) 


F*~'(o) • 


X* 


F*(9x) 


Si  toutes  les  dérivées  de  F (x)  satisfont  aux  conditions  rela- 
tives à la  continuité,  dont  nous  avons  parlé,  et  si  de  plus  la 
quantité 

R,  = ^ — - F"  (x  -h  Oh) 

1 .2, . . n 


tend  vers  zéro  quand  n augmente  indéfiniment,  la  formule  (4) 
donnera  la  série  de  Taylor,  savoir 

( G ) F (X  -H  /<)  = F (X)  -h  ^ F'  (x)  ^ F" (x)  ; 

la  quantité  R,  est  dite  le  reste  de  la  série. 
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Pareillemcnl,  la  formule  (5)  donnera  la  formule  de  Maclau- 
rin,  savoir 

(7)  F(x)  = F{o)-t-  y F'(o)  + ^ F'(o)-+-..., 

si  la  fonction  F (x)  et  ses  dérivées  satisfont  à la  condition  do 
continuité,  et  si  en  outre  le  reste  de  la  série,  savoir 


K.=  — — — F*(9x), 

I 2 . . . M 

tend  vers  zéro,  quand  n augmente  indéflniment. 

7.  Autre  forme  du  reste  de  la  série  de  Taylor.  Remplaçons 
h par  Z — X dans  la  formule  (4),  et  désignons  le  reste  par  /(x), 
on  aura 

(8)  F(z)=F(x) - F'(x)+...-h  F"-'  (^)  . 

et,  en  prenant  les  dérivées  de  chaque  membre  par  rapport  à x, 
il  vient,  toutes  réductions  faites. 


(9) 


(z  - xY-' 

1 . 2 . . . { n — I 


F-{x); 


mais,  en  appliquant  la  formule  (4)  à la  fonction  f,  dans  le  cas 
de  n = I,  on  a 

/{x  + h)—f(x)=hf(x+^h) 
ou 

f(z)  —f{x)  = (2  — •!•)/'  [x  + 9 (z  — x)]; 

d’ailleurs  l’équation  (8)  montre  que  /(x)  s’annule  pour  x = z, 
on  a donc 


/(x)  --  —(z—x)f  [x  + 9(z  — x)]; 

d’ailleurs,  en  remplaçant  x par  x-(-  9(z  — xjdans  la  formule  (<>), 
on  a 


/'  [x  4-  0(z  - x)l  = - F-  (x  + 0(z  - X)], 
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f{^)  = 


( I — 6)*-'  (z  — xY 

I .2. . . — i) 


F*[x  + 9(3 


remettant  ensuite  x + A au  lieu  de  s,  on  a l’expression  sui- 
vante du  reste  que  nous  avons  désigné  par  R.  au  numéro 
précèdent, 


B.= 


( I — 8)»-'  A» 

1 . 2. . . (n  — i) 


F*(x-|-  9 A). 


Cette  nouvelle  expression  a été  donnée  par  Cauchy;  9 y désigne, 
comme  dans  la  première,  une  quantité  comprise  entre  o et  1 . 
£n  faisant  x = o et  écrivant  ensuite  x au  lieu  de  A,  on  a l’ex- 
pression suivante  du  reste  de  la  série  de  Maclaurin 


R.= 


(i  — 9)"~'  X* 

1 .2. . . (n  — 1) 


F"(9x). 


Sur  la  différentiation  des  fonctions  transcendantes. 


8.  Lacroix  fait  usage  des  séries  pour  la  recherche  des  diffé- 
rentielles des  fonctions  exponentielle  et  logarithmique;  on 
peut  arriver  aux  mêmes  résultats  par  une  méthode  plus  simple 
et  plus  rigoureuse  que  nous  allons  indiquer. 


Lkuxb.  Si  Von  désigne  par  e la  limite  de  la  série  conver- 
gente 


I 

1 .2 


I .2.3 


• » 


l’expression 


a pour  limite  le  nombre  e,  lorsque  la 


quantité  m tend  vers  l’infini. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  supposerons  d’abord 
que  le  nombre  m tend  vers  l’infini  en  ne  prenant  que  des  va- 
leurs entières  et  positives.  On  a alors,  par  la  formule  du 
binôme  relative  à l’exposant  entier  et  positif. 


m I ni(m—\)  i 

H ■ — 

i m 1.2  m' 


— «-Hi  ) I 
I .n  m" 


4-R„, 
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I ' m 

I -H  H 

I 1.2 


I .2. . .re 


"HKiij 


R.  désigne  la  somme  des  termes  du  développement  qui  sui- 
vent le  ( « -+- 1 )'*"*,  et  l’on  a 


R.= 


\ ni  1 

r — - 1 

['--1 

V ni) 

I 

,7.,  > n 

L«+' 

(«-|-i)(n-+-2)  J 

la  somme  contenue  entre  crochets  est  composée  d’un  nombre 
limité  determes,  elceux-ci  sont  évidemment  moindres  que  les 
termes  qui  occupent  le  même  rang  dans  la  progression  géomé- 
trique illimitée 

I I 1 

n I 1 ( n -H  I ’ ’ 


qui  a pour  somme  la  somme  entre  crochets  qui  forme  le 

dernier  facteur  de  R„  peut  donc  se  représenter  par  - > e étant 
une  quantité  comprise  entre  o et  i ; on  aura  d’après  cela 


m \ mj  \ ni] 


I .2.3 


Supposons  maintenant  que,  n restant  constant,  on  fasse  croître 
indéfiniment  l’entier  m,  on  aura,  à la  limite. 


0 désignant  comme  e une  quantité  comprise  entre  o et  i.  Cela 
posé,  si  l’on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n,  la  quan- 
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lilé  - tendra  vers  zéro,  el  l’on  aura 

n 1 .2. . . n 


lim  ( n- — ) =1-4---+--^ — I ’—-h...=e. 

' ml  I 1.2  1.2.3 


La  proposition  qui  vient  d'ôtre  établie  a lieu  encore  si  m 
tend  vers  l'inilni  en  prenant  des  valeurs  positives  quelconques. 
En  effet,  désignons  par  f»  et  (x  + i les  deux  entiers  entre  les- 
(luels  m est  compris,  (x  sera  une  variable  qui  tendra  vers  l’in- 
fini en  même  temps  que  m.  Or  on  a 

OU 

les  quantités  ^i-4-  ^ et  ont  e pour  limite; 

I -I î — et  I -f- - tendent  vers  l’unité:  donc  l’expression 

fl  4-  I fx 

^1  + est  comprise  entre  deux  quantités  qui  ont  e pour 


limite,  et  l’on  a,  en  conséquence, 
lim 

Enfin  la  même  chose  a lieu  si  m tend  vers  l’infini  négatif;  en 
effet,  si  l’on  pose  m = — fx,  fx  tendra  vers  -f-oo  ; or  on  a 

(I  \ ' I 

I +■  - ) et  I -I-  - _ ^ tendent 


tendent 
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respectivement  vers  les  limites  e et  i , on  aura  encore 


9.  Supposons  maintenant  qu’on  demande  la  dérivée  de  la 
fonction  a*;  en  donnant  à x l’accroissement  h,  on  a 


d’où 


Posons 


A a*  = O*  = a*  { a*  — I ), 

a*  — I 


h -*^  ~h 


O* — I = — * d’où 
m 


loga 


la  quantité  m tendra  vers  l’inOni,  quand  h tendra  vers  zéro,  et 
l’on  aura 


à n* 


= a*  • 


loga 


= a‘- 


logn 


;„Iog(.+  l)  log  + 

faisant  tendre  /i  vers  zéro  et  remplaçant  ^ par  sa  li- 


mite e,  on  a 


A a'  </a*  loga 

lim  -f-  = = a'  ; 

n (/x  log  e 


les  logarithmes  sont  ici  pris  dans  un  système  quelconque.  Si 
l’on  adopte  pour  ce  système  celui  dans  lequel  la  base  est  e et 
que  l’on  nomme  système  de  Neper,  on  aura  log  e = i,  et  par 
suite 

= O*  log  a,  ou  </o*=  a*  log  a</x. 

Si  a = e,  on  a 

de* 


Jx 


■=e*,  ou  de*  — e*dx. 
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10.  Supposons  en  second  lieu  qu’on  demande  la  dérivée  de 
la  fonction  log  x,  le  logarithme  étant  pris  dans  un  système 
quelconque.  On  a 


et 


Alogx=log(x+ A)  — logx  = log  ^ 

('  + î) 


Posons 


on  aura 


A I , , X 

- = — > d ou  A = — » 
X m m 


M ' \ log(t4--V 

A X ^ \ ni  j X 


passant  aux  limites,  il  viendra 


um 


si  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  de  Neper,  on 
aura  log  e = i , et  par  suite 


d 


Nous  avons  cherché  directement  les  différentielles  des  deux 
fonctions  a*  et  logx,  mais  on  sait  que  l’une  quelconque  de  ces 
deux  questions  peut  se  ramener  immédiatement  à l’autre. 


^Applications  de  la  formule  de  Maclaurin. 
11.  La  formule  de  Maclaurin  peut  s’écrire 

F(x)  = F (O)  -f.  î F'  (o)  + F''(o)  -H  . . . 


1.2.,.  ( « — i ) 


F*-'  (O)  -l-  U. , 


Digitized  by  Google 


i5o 

en  posant 


NOTE  SVB  LE  CALCUL  DIFFÉBENTIEL 


OU 


X’ 

1.2...  Il 


F"  (Or), 


1.2...(rt—  l) 


Cl  en  désignant  par  9 dans  l’une  ou  l’autre  de  ces  expressions 
une  quantité  comprise  entre  o et  i. 

Posons  d’abord 

F{r)  = e*, 

on  aura,  quel  que  soit  (i,  F'‘(r)  = e*,  cl  par  conséquent 
F (o)  = I , F“  (o)  = I ; donc 


X X‘ 

e-—  iH 1 

I 1.2 


.2  . . ( n — I ) 1.2 n 


„0r 


le  reste  R,  tend  vers  zéro,  quel  que  soilr;  en  effet,  le  facteur 
reste  nui  quand  n augmente  indéfiniment,  et  la  quantité 

SC*  X X SJC 

^ tend  évidemment  vers  zéro,  car  elle  est 

1 . 2 . . . /{  I 2 n 

un  produit  dans  lequel  les  facteurs  supérieurs  à i en  valeur 
absolue  sont  en  nombre  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux 
qui  sont  inférieurs  à i et  même  à une  quantité  quelconque 
donnée,  peut  devenir  plus  grand  que  tout  nombre  donné.  On 
aura  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  jr. 


Posons  en  second  lieu 


F (x)  = cos  a:  -t-Xsinx, 
X étant  une  constante  ; on  aura 


F‘"(x)  = cos  ^2T-t-;i^^H-Xsin  + 
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et,  pour  ar  = o, 

F (x)=  I , F' (X)  = - 5.,  F'{x)  = - 1 , F-(x)  = + >,  F"{x)  = i .... 
Le  reste  R.  est  ici 


[cos(ox+  +xsin  + 

et  il  tend  vers  zéro  quand  n augmente  indéfiniment,  pour  la 
même  raison  que  dans  le  cas  précédent;  on  aura  donc 


wtr*  «tr*  «I' 

cos  x + >sinx=i+l X = H —— 

I 1.3  1.3.3  1.3. 3. 4' 

d’où  l’on  tire 


{=«) 


cos  X = I H 5-, , 

1.3  I .3.3.4 

X x’  X* 

sin X = i H „->-r  — 

I 1.2.3  I .2.3.4'5 


formules  qui  subsistent  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

12.  Soit  maintenant  F (x)  = log  ( n-x),  la  caractéris- 
tique log  désignant  un  logarithme  népérien.  On  a 


= (TTÎr) 


, -t-1.3 

ï’  ^ <*l=(7+ï?’- 


= '■'•■■•■II— '), 

(I+X>“ 

et,  pour  x = o, 

F(x)=o,  F'(x)=»,  F"{x)=  — I,  F“’(x)  = -t-i.3,..., 
F/‘(x)  = (-ir-  1.2. 


On  aura  donc 

. / , X x’  X*  / V.  , n 

log(H-x)  = ---  + 3--...-h(-.)'->  — +R.; 
voyons  ce  que  devient  R„  quand  n tend  vers  l’infini. 
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Supposons  d’abord  x'^o,  la  première  expression  du  reste 
donne 


si  X est  inférieur  à i ou  égal  à i , la  fraction  — ^ ne  pourra 

surpasser  l’unité  et  par  conséquent  R,  s’annulera  pour  n = co  ; 
on  aura,  en  conséquence, 

T*  3C^ 

(3)  log(H-x)=  Y ---  '-J -H 

Si  l’on  a a: > I,  la  série  qui  forme  le  second  membre  de  cette 
formule  n’est  pas  convergente,  et  il  est  évident  par  cela  même 
que  la  limite  de  R,  ne  peut  être  zéro. 

Supposons  maintenant  x<^o  et  faisons  x = — z,  on  aura, 
en  employant  la  seconde  expression  du  reste. 


Z ^ Z 

on  voit  que  si  ^ est  •<  i,  la  fraction  — sera  elle-même  in- 

férieureà  z,  et  R,  s’annulera  pour  n = oo  ; la  formule  (3)  sub- 
sistera donc  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  — i; 
cette  formule  n’est  pas  en  défaut  pour  x = — i,  puisqu’alors 
les  deux  membres  deviennent  infinis.  Quant  aux  valeurs  né- 
gatives de  X au-dessous  de  — i,  il  n’y  a pas  lieu  de  s’en 
occuper  ici. 

On  peut  donner  une  forme  très-simple  à l’expression  du  reste 
de  la  série  (3);  effectivement,  x était  compris  entre  o et  i,  les 
termes  de  la  série  ( 3 ) sont  alternativement  positifs  et  négatifs  ; 
en  conséquencel’erreur  commise,  en  s’arrêtant  à un  terme  quel- 
conque, est  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  des  ter- 
mes négligés  et  elle  a le  signe  de  ce  terme.  On  peut  donc  écrire 

(4)  = 

6 désignant  une  quantité  comprise  entre  o et  i ; cette  expression 
du  reste  se  déduit  facilement  de  celle  donnée  plus  haut. 
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Supposons  en  second  lieu  que  x soit  négatif,  ou  plu- 
tôt changeons  x en — x dans  la  formule  (3)  qui  devient 

— log  (i  — x)  = - — h—  H-...;  la  somme  des  termes  qui  suivent 
le  ( n — I , savoir  — h h . . . , est  positive  et  inférieure 


à — c’est-à-dire  inférieure  à — ; on 

n M ( I — x) 

peut  donc  écrire 


(5)  — log(i-x)  = ^-4-^ 


X*-'  0 x‘ 

1 7“ ; » 

n — I n (i  — x) 


S désignant  encore  une  quantité  comprise  entre  o et  . 


Formule  du  binôme. 

13.  L’expression  (i  -f-x)"  est  susceptible  d»  plusieurs  va- 
leurs, sauf  le  cas  où  m se  réduit  à un  entier  positif  ou  négatif; 
mais  si  x est  compris  entre  — i et  H-  oo  , l’une  de  ces  valeurs 
est  réelle  et  positive,  et  c’est  la  seule  que  nous  considérons. 
Soit 

F(x)  = (i-f-x)-, 

d’où 

F'*(x)  = m(m — I ). . .(m  — jx  -h  i){  i -t-x)'*, 
on  aura,  pour  x = o. 


F(x)=i,  F^(x)=m(m — i ). . .{m  - + i), 

et,  par  suite. 


( n-x)"=  i-t- Y X -t- 


I .2.  . .(/»—  I) 


Quand  m est  un  entier  positif,  le  reste  R.  se  réduit  rigoureu- 
sement à zéro,  si  l’on  y fait  n = m -|-  i.  Faisons  abstraction  de 
ce  cas  et  supposons  d’abgrd  x>o;  on  a,  en  employant  la  pre- 
mière forme  du  reste, 


B.=  [ï 


mx  (m  — i)x  (m  — 2)x  (m- 


■i)x 


«•éd.  II. 


-Ox)" 
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Si  X psl<;  I,  la  quantité  entre  crochets  tend  vers  zéro  quand  n 
tend  vers  rinfini  ; en  effet,  si  l'on  remplace  n par  n-l- 1,  cette 
..  (ni  — 

quantité  acquiertic  facteur — — ou  — arl  i — 1 qui 

tend  vers  la  limite — x quand  n tend  vers  rinlini.il  s’en- 
suit que  la  quantité  que  nous  considérons  est  un  produit  dans 
lequel  les  facteurs  plus  grands  que  i en  valeur  absolue  sont 
en  nombre  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux  dont  la  valeur 
absolue  est  inférieure  b i et  même  à une  quantité  quelconque 
comprise  entre  a:  et  i,  peut  devenir  plus  grand  que  tout 

nombre  donné.  Quant  au  facteur; ^ — ; — « il  peut  se  ré- 

duire  à i si  ô tend  vers  la  limite  zéro,  mais  en  aucun  cas  il  ne 
surpassera  l’unité.  Il  résulte  de  là  que  R,  tend  vers  zéro  quand 
n tend  vers  l’inrini,  si  x est  compris  entre  o et  i ; on  aura  donc, 
dans  cette  hypothèse, 


, , , , m m(m- 

( I ) { I -\-xY=  I -f-  -H  ■ — - 


m(m — I ){m— 2] 

1.2.3 


x'  + .... 


Si  X est  > I,  la  série  contenue  dans  le  second  membre  de  la 
formule  { i ) est  évidemment  divergente  et  il  s’ensuit  que  R.  ne 
peut  tendre  vers  zéro  quand  n tend  vers  l'infini. 

Supposons  maintenant  2t<;o  et  posons  x = — z;  en  em- 
ployant ici  la  seconde  forme  du  reste,  on  a 

Il  -f  oy- 

|_  I n I J (1— Oz)'"~'\i — Oz/ 


Quand  n tend  vers  l’inrini,  le  facteur  entre  crochets  tend  vers 
zéro,  si  Z est  i,  comme  on  l’a  vu  dans  le  premier  cas;  quant 
rnz 


au  facteur  ■ 


, il  tendra  aussi  vers  zéro. 


(i-6z)- 

à moins  que  6 ne  tende  vers  la  limite  zéro,  mais  alors  sa  va- 
leur sera  finie  et  au  plus  égale  à mz.  Il  résulte  de  là  que  R„ 
tend  encore  vers  zéro,  et  en  conséquence,  la  formule  ( 1 ) 
s’applique  aux  valeurs  de  x comprises  entre  o et  — i ; dans  le 
cas  de  x<;  — i,  la  série  ( i ) est  évidemment  divergente. 
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14.  L’analjse  précédente  montre  que  la  formule  ( i ) subsiste 
pourtouleslesvaleursdexcomprises  entre  — xet  + i;  mais  elle 
n’apprend  rien  à l’égard  des  valeurs  limites  — i et  -4-  i.  Je  dis 
que  si  la  série  ( i ) reste  convergentc  pour  x = ± i,  la  somme 
de  cette  série  sera  nécessairement  égale  à ( i lir  i en  effet, 
les  deux  membres  de  la  formule  ( i ) étant  égaux  pour  toutes 
les  valeurs  de  x comprises  entre  — i et  + i , et  chacun  de  res 
membres  tendant  vers  une  limite  déterminée,  quand  x tend 
vers  la  limitedri,  ces  limites  sont  nécessairement  égales  entre 
elles.  La  formule  ( i ) subsiste  donc  pour  les  valeurs  limites 
— I et  +1,  pourvu  que  la  série  du  second  membre  reste  con- 
vergente ; nous  allons  étudier  ici  cette  série  en  elle-même,  et 
rechercher  les  cas  dans  lesquels  la  convergence  persiste  pour 
x—dt  1. 

En  désignant  par  «,  le  terme  général  de  la  série  ( i ),  on  a 
m(ni  — I ) . . . (/)!  — /I  3 ) 

ti.  = ; X"-', 

1 . 2 . . . ( n — I ) 

-t-  I ni  — n -h  I j ni  -+■  i \ 

= x = — X I I ; 

tu  n \ n J 

on  voit  que,  dans  le  cas  de  x = ± i , les  termes  de  la  série  ( i ) 
croîtront  indéfiniment  en  valeur  absolue,  à partir  d’un  cer- 
tain rang,  si  m-t-i  est  négatif,  et  ces  mêmes  termes  seront 
égaux  entre  eux  si  m i est  nul  ; il  est  donc  nécessaire  pour 
la  convergence  de  la  série  que  m ■+■  i soit  positif. 

Cela  posé,  quelques-uns  des  facteurs  du  numérateur  de  «, 
peuvent  être  positifs;  désignons  par  m — [t  le  premier  de  ceux 
qui  sont  négatifs,  on  pourra  écrire 

tu  — 

X 

en  prenant  n supérieur  à p,  et  en  observant  que,  si  m est  né- 
gatif, il  faut  faire  ii  = o,  puis  remplacer  par  l’unité  le  premier 
facteur  entre  crochets. 

Mais,  d’après  les  formules  (5)  et  (4),  du  n“  12,  on  a,  pour 

1 1 . 


«y 


ni  {ni  — I )...(m  — /i-i- 


d’où 

(*) 
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toute  valeur  de  z comprise  entre  o et  i 


0 2^  0'  2* 

— log(i  — j;)=r  z + log(H-a)  = a —, 

0 et  6'  désignant  des  quantités  comprises  entre  o et  i,  et  la 
caractéristique  /og  exprimant  des  logarithmes  népériens.  Si 
l'on  représente  par  p l’un  des  nombres  i*  -ht,  ; on 

aura,  par  les  formules  précédentes,  en  se  rappelant  que  nous 
supposons  m-+-i  positif. 


et  si  l'on  retranche  ces  équations  l’une  de  l’autre,  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par  m -h  i,  on  aura 


— logli 4-  m + i log-i— = T-  ^4-6'  ; 

'’\  P / p-ht  ^p  I w-*- I j 

dans  cette  formule,  le  dernier  facteur  du  second  membre 


est  positif  et  il  est  inférieur  à - 


m 4-  I 


raison  ce  facteur  est  inférieur  à 


P 

ni  t 


- 4-  I ; à plus  forte 
“i,c’est-à-direà 


f*4-  I 


( H(  4-  I ) { U 1 ) 


I,  puisque  p est  au  moins  égal  à (i4->.  Si 


— m 

donc  on  désigne  par  une  certaine  quantité  positive  et 

. . ■ "J  -H  ' r("'  + ' ) (.“  -t-  . 1 > • 

inferieure  a 4-  i » on  pourra  écrire 

2 L ^ — m J 


log  (i  — ^ ' \ = (m  4-  i)  log  — ^ 

\ P / ' ^p-hi  p' 

Si  l’on  donne  à p les  valeurs  (»  4-  i , p 4-  a , • . • ( « — i )>  «t  que 
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l'on  ajoute  les  équations  résultantes,  on  aura 

la  somme 

*■»  «n-l 

(/*+ 0’"^  («  — ')' 
se  réduit  à une  série  convergente  quand  n devient  infini,  car 

la  serie  ; — + , 4-. . . est,  comme  on  le  sait,  con- 

( f*  + ' ) ( “ ) 

vergente,  et  les  quantités  i , qui  sont  toutes  positives,  ne  peu- 
vent dépasser  une  limite  que  nous  avons  assignée.  Désignant 
donc  par  log  S la  limite  de  la  série  dont  nous  parlons,  et  par 
une  quantité  qui  décroît  quand  n augmente,  et  qui  s'annule  pour 
« = X , l'équation  précédente  pourra  s'écrire  comme  il  suit 

= (/M-M)log^^^  _logS4-log(i4-!:.), 

ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

/,  wi4-i\  / m + i\  /, 

\ J*4-|  / \ ;*4-a/  ’\  n — 1/  S 

La  valeur  de  «,  sera  donc 

.. _r  f*-n){f*+i)-+n(—-*^)""',  ... 


C désignant  une  constante  indépendante  de  «,  et  Ç,  étant, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  une  quantité  qui  décroît  quand  n 
augmente,  et  qui  s'annule  pour  n—  cc. 
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Supposons  maintenant  que  l’on  ail  x = + 1 ; les  termes  de  la 
formule  du  binôme  sont,  dans  cette  hypothèse,  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  à partir  d’un  certain  rang,  et  l’on 
voit,  par  la  formule  ( 3),  que  ces  termes  décroissent  indéfini- 
ment si  m-+-i  est  positif;  donc  dans  ce  cas  la  formule  (i) 
reste  convergente. 

Supposons,  en  second  lieu,  x = — i,  la  formule  ( 3 ) montre 
que  les  termes  do  la  formule  du  binôme  décroissent  comme 

ceux  de  la  série  ^ • o*"»  pour  que  celle  dernière  série  soit 

convergente,  il  faut  et  il  suffit  que  m soit  positif;  telle  est 
donc  aussi  la  condition  de  convergence  de  la  série  ( i ). 

On  voit,  en  résumé,  que  la  formule  du  binôme  subsiste  : 
1“  pour  x = i,  dans  le  cas  seulement  où  m est  compris  entre 
— I el4-  00  ; 2”  pour  x = — i , dans  le  cas  seulement  où  m est 
compris  entre  o et  oo  . Ainsi  l’on  aura 

m m[m — i)  m{m  — 1)(/« — a) 
a- = 1-1 1 ! i-| î 

I 1.2  1.2.3 

si  — I < /«  <^  -h  00  , 

m ni  {ni  — i ) ni{m  — i ) { m — 2 ) 

0 = 1 — î ; i-i i 

I 1.2  1.2.3  ^ 

si  O wi  -t-  X . 

Pex  fonction*  exponentielle  et  logarithmique,  dans  le  cas  où 
la  variable  est  imaginaire. 

15.  Si  les  deux  séries 


+ «I  -+-  M,  -h  . . . -I-  «,  -f- . . . , i,,  -I-  t;,  -f.  Vj  . 

sont  convergentes  et  que  leurs  sommes  soient  respectivement 
M et  V,  on  dit  que  la  série 

{u,+  V,  \j — -h  V,  \j — ..+(«,  -f-  — 1)-+-. . . 

est  convergente  et  a pour  somme  « -I-  c — 1 . 

Cela  po.sé,  soit  z une  variable  réelle  ou  imaginaire,  dont 
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nous  désignerons  le  module  par  p cl  l'argumeiu  par  «,  en 
sorle  que  l’on  aura 

a = P cos  U ^ — I sin  o>  ; 


la  série  i 4-  - — — H- . ■ convergeant  vers  la  limite  eP,  il  est 

I 1 .2 

évident  que  les  deux  séries 

pcosw  p’cosaw 


I 4-  ' 


I 

isinw 

I 


'cos  3 U 
1.2  ^ 1.2.3 

p’slnau  p’ sin  3m 


1.2,3 


seront  aussi  convergentes;  donc  il  en  sera  de  même,  d’après 
notre  définition,  de  la  série  imaginaire 


I + 


p^  cos  M 4-  I sin  M^  p'( C0S2M+  y/ — 1 siii2M) 


c’est-à-dire  de  la  série 


Z Z' 

14- 1 H ■+■••• 

I 1.2  1.2.3 


Q.uand  z se  réduit  à une  quantité  réelle,  la  somme  de  cette 
série  est  e*,  et  il  est  naturel  d’étendre  la  même  notation 
au  cas  où  la  variable  est  imaginaire;  ainsi  la  fonction  e“  sera 
définie  par  l’équation 


(1) 


e'=  I 


Z z‘ 

— H i T -f-  .... 

I 1.2  1.2.3 


Les  considérations  précédentes  s’appliquent  sans  modification 
aux  deux  séries 


I 1 5 — 7 — ...  et 5 4-  = — ... 

1.2  1 . 2. 3.4  < 1.2.3  t . . .5 

qui  restent  convergentes,  quelle  que  soit  la  valeur  imagi- 
naire attribuée  à z;  ces  séries  ayant  pour  sommes  cos  a et  sin  z 
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respeclivement,  quand  z est  réelle,  elles  nous  serviront  à dé- 
finir ces  fonctions  dans  le  cas  où  z est  imaginaire;  on  aura 
donc  encore,  par  définition, 


(2) 


(3) 


cos  A = I — 


I .3  I .2.3-4 


Z s* 

®in*--T~T:0'^  I.2.3.4  5 


Si  l’on  change  dans  l’équation  (t)  z d’abord  en  z\/ — i,  puis  en 
— Z \J—i,  on  aura 

«■-=[- 

ou,  à cause  des  équations  (2)  et  (3), 


= cos  Z + V— I sin  Z, 

g-./z;  _ çQj.  g _ sin  z. 


formules  où  z désigne  toujours  une  quantité  réelle  ou  imagi- 
naire quelconque;  on  en  tire 


(5) 


r’*-'  — 

coss  = , sinz  = 


Les  fonctions  tang  z,  cotz,séc  2,  coséc  asontdéfinies,quand 
z est  imaginaire,  par  les  équations 


, sma  cosz  ,1,1 

(0)  ungj= ,cot2  = — » seca  = , cosec2  = -^ — 1 

COS2  Mil  2 COSa  S1II2 


ce  qui  s’accorde,  dans  le  cas  où  z est  réelle,  avec  les  résultats 
tirés  de  la  trigonométrie. 

16.  Quand  z et  2,  sont  réelles,  on  a,  comme  on  sait, 
e‘  X = «'+'■, 
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l()I 


Z 

I 


Z» 

1.2.3 


+-• 


£. 

I 


1.2  1.2.3 


2 Z. 

1 


(g 

I . 2 


(s  + z,y 

1.2.3 


ei  il  est  facile  de  s’assurer  qu’effeciivement,  si  l’on  exécute  les 
opérations  indiquées  dans  les  deux  membres,  les  termes  sem- 
blables seront  identiquement  égaux  de  part  et  d'autre.  Or  cette 
identité  ne  sera  point  altérée  si  z et  z,  désignent  des  expressions 
imaginaires;  par  conséquent  l'équation  fondamentale 

( 7 ) e*  X e*'  = 

aura  lieu,  quelles  que  soient  z et  z,;  on  aura  donc  aussi  pour 
un  produit  de  m facteurs 

c*  X X . . . X e'—'  = 

et,  si  tous  les  facteurs  sont  égaux,  on  aura 

(e*)"=  e“’. 

Si  l’on  change  dans  l’équation  (7)  z et  z,  enz\/— 1 et 
z,V^ — I,  puis  en  — zV — i et.~z,v'— i»  on  aura,  d’après  les 
formules  (4), 

cos{* -t- z,)  -4-  v^—  I sin (z -I-  z,)  = (cos z -|-  v^—  i sin  z)  (cosz, -I-/— i sinz,), 
C08 (z-+-z,)  — v'^^sin  (z-4-z,)  = (cosz— /— 1 sinz)  (cosz,— v/^sinz,); 


en  ajoutant  ces  deux  équations  et  en  les  retranchant  ensuite 
l’une  de  l’autre,  on  obtient 

icos  ( z -4-  z,  ) = cos  z cos  z,  — sin  z sin  z, , 
sin  { z -4-  z,  ) = sin  z cos  z,  -4-  cosz  sin  z,  ; 

ces  formules  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  z et  dez,,  et 
il  en  est  évidemment  de  même  de  toutes  celles  que  l’on  en 
déduit  dans  la  trigonométrie,  en  se  bornant  à considérer  les 
valeurs  réelles  des  arguments. 

Pour  donner  une  application  de  ce  qui  orécède,  cherchons 
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à meure  les  fondions  e*,  cosz,  sinz  sous  la  forme  a + 6 v^  — i, 
dans  le  cas  où  l’on  suppose  z = x +7^— x el  jélant  des 
quantités  réelies. 

Les  équations  ( 7 ) et  ( 4 ) donnent  d’abord 
(9)  ««7’^  = e*.ei''^  = Ér*(cos^4-V^^sin7); 

les  équations  ( 8 ) et  ( 5 ) donnent  ensuite 

1/  t 1 er-^-e-J  , ^ 

cos\x-h_7'V  — ')= cosx— V — ' — ^ 

} e~f 

sin  {x  + i)  = ^~^^^sin  J -t-  ^ — cosa:. 


Si  a:  = O,  on  a 


(!') 


Enfin  on  a 


cos 


0 ■ 


t r ’ ' / 

sln  l/v  — i;  = ^ V — I ■ 


tang(a:H-7V— 0 = 


sin  (x  -t-rv'— Ô 


cos(x-|-j^— i) 

asinfar  + COs(^  — >V— ■)  _ sin  a.r-f-sin  (a  >V— 1\ 

a cos(x  ^v'^)cos(x  — rv'— ’i)  cosax+cos(aj/HT) 


et  à cause  des  formules  ( 1 1 ) 


(la)  tang(x+/v'— 1)  = 


sln  ax  + I 


e’^  — e“V 


cos  ax  + 


e’-^-h  e~'f 


formule  qui,  pour  x=  o,  se  réduit  à 

( 1 3 ) tang(;^-v/^)  = v'~ 

17.  Nous  nommons  logarithme  népérien  d’une  variable 
réelle  ou  imaginaire  a,  l'exposant  de  la  puissance  à laquelle  il 
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faut  élever/?  pour  avoir  z.  Posons 

z = p(cosw  + ^ — I sinu)  ou  = 

Si  Z a un  logarithme  népérien  x ■+■  * on  aura 

e**/'^  = p(coso>  -+-^ — I sin»), 
ou 

e*  (cos/  -h\/  — I sin_j^)  = P (cos*>  -t-  V — > sin  “)i 
c'est-à-dire 

e*cos/=pcos*),  e*  sin = P sin  w. 

On  tire  de  là  e“=p‘,  d’où  e*=p,  et  par  suite  cos  7=  cos  w, 
sin  j=  sin  «,  d’où  -t-  2 Inr,  k désignant  un  nombre  en- 

tier indéterminé,  positif,  nul  ou  négatif;  d’après  cela,  on  aura 
par  notre  définition 

log  (p  cosw  -+-  V— « P sin»>)  = logp-t-  (w-4-  2 A'ir)y''— I, 

en  sorte  qu’une  expression  imaginaire  a une  infinité  de  lo- 
garithmes qui  se  déduisent  tous  de  l’un  d’eux  par  l'addition 
d’un  multiple  de  la  circonférence  et  de  i- 
L’argument  w de  la  variable  z peut  toujours  être  pris  entre 
— it  et  -t-iT  et  la  valeur  principale  Ae  log  z sera  log  p -t-  i- 

Développement  de  la  fonction  log  ( i -+-  z).  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  z,  dans  le  cas  où  le  module  de. 
cette  variable  est  inférieur  1 . 

18.  Désignons  par  z une  variable  imaginaire  de  module  p et 
dont  l’argument  « soit  compris  entre  — « et  4-  w.  Soient  aussi 
r et  \{>  le  module  et  l’argument  de  la  fonction  1 -t-  z ; on  aura 

z — p cos  M -4-  V — I psinw,  I 4-  z = rcos  ?{/  4-  v'  — ' rsin<j», 

et,  par  conséquent, 

(i)  r cos i}i  =;:  I p cos w,  rsin  ij(  = p sin  w, 

d’oii  l’on  lire 

/»\  / ; . psiiiu 

(2;  /•=  V'-4-5pcosu-i-pL  tangJ<=  » 

” I-t-pCOSw 
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OU 

r psinw 

(3)  log  rr- - 1ok(i -t- ipcosw + p’ ),  J<=arclang — f 

' ' ° -t  r<i  0OS» 


La  première  des  équations  ( a)  ou  (3)  détermine  le  module  r. 
qui  est  positif;  quanta  i’angle  >]/,  il  n'est  déterminé  complète- 
ment ni  par  la  deuxième  équation  ( a ),  ni  par  les  équations  ( i ), 
qui  font  connaître  son  cosinus  et  son  sinus.  Mais,  comme  l’hy- 
pothèse P = O donne  r = i , cos  '|<  = i , sin  :}(  = o et  que  l’on  sa- 
tisfait à ces  dernières  équations  en  prenant  i](  = o,  nous  achè- 
verons de  définir  l’angle  i|i  par  la  condition  qu’il  soit  une  fonc- 
tion continue  de  p,  s’annulant  pour  p = o. 

Si  l’on  différentie  les  équations  (3)  en  regardant  «comme 
constante,  il  vient 


log  r cos«  -I-  p 

</p  I apcos«-l-p’’ 


</\}i  sin« 

rfp  I a p cos  « -h  p’ ’ 


rfj) 

la  deuxième  de  ces  formules  montre  que  la  dérivée  - con- 
serve le  signe  de  sin«,  donc  i{/  est  une  fonction  de  p qui  est 
constamment  croissante  si  « est  compris  entre  o ein,  et  con- 
stamment décroissante  si  « est  compris  entre  — ir  et  o.  Or  on 
a par  les  formules  ( i } et  ( a ) 


r=i,  coS'j;=i,  sin^jisTO,  pour  p=o, 

r=2C0SŸ«,  cos ^|l  = cos 7 «,  sin ^|(  = sin^M,  pourp  = i, 
r=oo,  cos'|/=cos«,  sin>|<=sin«,  pourp  = oo; 


d’ailleurs,  la  deuxième  équation  (i)  montre  que  sin<J>  ne  s’an- 
nule jamais,  à moins  que  l’on  n’ait  sin«  = o,  cas  dont  il  n’y  a 
pasà s’occuper;  donc,  quand  p croît  deo  à » , \j<  croit  ou  décroît 
constamment  de  o à «,  et  l’on  a !)/  = -«  pour  p = i.On  voit 
aussi,  par  la  première  équation  (4),  que  si  cos  « est  positif, 
r croit  de  o à ao  quand  p croit  lui-même  de  oà  oo  ; au  con- 
traire, si  cosw  est  négatif,  r décroît  de  i à -t-  v^sin’w  et  croit 
ensuite  de  -f  y^sin*»  à -i-x  • 
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19.  Nous  nous  proposons  ici  de  développer,  par  la  formule 
de  Maciaurin,  les  fonctions  log  rel  '!<  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  />,  Pour  cela,  il  nous  faut 
obtenir  les  dérivées  des  divevs  ordres  de  nos  deux  fonctions; 
on  y parvient  très-aisément  en  procédant  comme  il  suit. 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (4)  après  avoir  multiplié  la  se- 
conde par  V — •>  il  vient 


d log  r 
dp 


, d-ii  P -f-  (ros  M-(-  \/ — I sin<u) 

dp  t.’ -+- a P COb  w -H  I 


Orledénominateur  du  second  membre  est  précisément  le  produit 
du  numérateur  par  l’expression  conjuguée  p-l-(cosw—^—isin«), 
on  aura  donc 


, ^1—  <_l±  _ 1 

dp  dp  p-+-(cosM  — V — isinu) 

Si  donc  on  différentie  (m  — i)  fois  les  deux  membres  par  rap- 
port à p,  on  aura 

rf’logr  , — 

d^  ' ' dp" 

I 

= ( — i)""'  i .1.  .Am — 1 ) 7 , . — ; 

(p-i-ros»  — V — isiiiw;"* 

un  aura  aussi,  en  changeant  — i en  — \ — i, 


t/"logr  , — 
dp"  ^ ' dp" 


= ( — i)^'  1 .2. . .(m  — i) 


d'où 


X 


' (p  -h  COSw  H"  ^ — I sin  m)"’ 
(p-)-cosM  — t sinM)~"-+-(p-i-rosw-l-\/— I sin»)”* 


(5) 


d"  i 


X 


ï = ( — I Y~'  1 .2. . .(m  — i) 

(p  -t-cosM  — — I sinft>)~*' — (p-i-cos«  + v^ — i siiiw)-"^ 
2\— ' ■ ’ 
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enfin,  si  l’on  fait  p=  o,  les  équations  ( 3),  (4  ).  ( 5 ) donnent 


. rfloRr  </"loer  , ^ , , , 

logr=o,  — -J — = cosm,  — -7-iî-r=( — !)■-■  i.2...(m — i)cosm», 

U P a P* 

{/  A (fr  A 

'|'  = o,  -^=sinw,  =( — 1)"~' — ijsinmw, 

par  conséquent,  on  aura  par  la  formule  de  Maclaurin, 

, pPosw  p’rosaw  , , ,p"~'cos(rt — iW  „ 

logr=t 1 1- (_,)->>: i 

^psino.  p’-in7,.  ^ , P’-'  sin(n  — 1)^ 

^ ' •«  ff  ^ 


Si  P est  <[i,  l’angle  ij-  est  compris  entre  o et  ju;  je  dis  que 
dans  ce  cas  les  restes  R.  et  R'„  tendent  vers  zéro,  quand  n 
augmente  indérinimcnt. 

Résignons  en  effet  par  ©une  quantité  comprise  entre  o et  i, 
Cl  posons 

6p -H  cos  U = 0 cos  a , sinu  = o-sina; 


représentons  aussi  par  R et  g le  reste  R,  et  la  quantité  cos  n«, 
ou  le  reste  R^  et  la  quantité  sinna,  on  aura  ces  deux  ex- 
pressions de  R : 


R =(-,)'-> 


R = (- 


la  valeur  de  <r*  est 


o’  = I -f-  2 9p  cos  M 0'  p‘; 

et  par  conséquent  si  cos  w est  positif,  on  aura  ® > i ; dans  ce 
cas,  la  première  expression  de  R montre  que  R.  et  R^  ten- 
dent vers  zéro  quand  n tend  vers  l’infini,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  P comprises  entre  o et  i.Si  cos*)  est  négatif,  la  valeur 
précédente  de  u*  donne 


c*>i-2  0p-(-6’p>>(l-ep)>>(p  — 0p)>; 


donc  la  fraction 


P — ^P 

G 


est  inférieure  à i,  et  l’on  voit,  par  la 


Digitized  by  Google 


ET  LE  CALCUL  nCTéCEAL.  l0’7 

deuxième  forme  de  R,  que  R,  et  R'  tendent  encore  vers  zéro 
quand  n tend  vers  rinOni. 

On  aura  d’après  cela,  pour  les  valeurs  de  p comprises  en-  ' 
tre  O et  I , 

P cos  w p’  cos  2 » P*  cos  3 4> 

' • • • » 

12  3 

psinu  p’sln2ft>  _ p’sin3u 

■ “H  O “*■  • • • • 

I 2 3 


Ces  formules  { 7 ) sont  d’un  usage  très-frequent  dans  les  mathé- 
matiques appliquées  et  particulièrement  en  astronomie.  Il  faut 
observer  que,  pour  le  calcul,  il  faut  multiplier  le  second  mem- 
bre de  la  première  par  le  module  M des  logarithmes  vulgaires 
et  diviser  le  second  membre  de  la  deuxième  parsin  1";  on  a 
ainsi 


1 / ; — : »»rpcos«  p’cosa»  p*cos3» 

logV> -t-2pC0Stt>-Hp*  = M 1 i_r — 

Il  2 3 


arc  tang 


p sin  M jpsinw  p’sinaw 

H-pcosu~  Lsiii  1"  sina"~^ 


p’siii3o> 

"siir3‘'' 


en  écrivant  sin 2",  sin  3”, . . au  lieu  de  2 sin  i*,  3 sin  i",. . , 
ce  qui  est  permis,  tant  qu’on  ne  prend  qu’un  petit  nombre  de 
termes  de  la  série. 

Si  l’on  ajoute  les  formules  ( 7 ) après  avoir  multiplié  la  se- 
conde par  v'— I,  il  vient 


log 


, fi(roso>-f-v' — isinw)  p’(cos2u-(-y'_i  sina») 

I ; - 


p’  ( cos  3 M -i-  V — I sin  3 ( 
3 


or  la  somme  log  r -h ' n’est  autre  chose  que  la  valeur 
principale  de  l’expression  log  (1 -h  a);  on  a d’ailleurs 
a"  = p"{cos/i  U 4-  \J — I sin  n w);  donc  la  formule  précédente 
peut  s’écrire 

(9)  log(H-z)  = Y— ^ 
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Celle  formule  (9),  élablie  précédemment  pour  les  valeurs  de  z 
comprises  entre  — i et  +1,  subsiste  donc  aussi,  en  réduisant 
log(i  + 2)  à sa  valeur  principale,  pour  toutes  les  valeurs  ima- 
ginaires de  Z dont  le  module  est  inférieur  à i ; elle  équivaut, 
comme  on  le  voit,  aux  deux  formules  ( 7 ) qui  ne  renfer- 
ment que  des  quantités  réelles.  Il  convient  de  remarquer 


que  la  deuxième  équation  ( 7 ) donne,  en  y faisant  « = db  ^ et 
psinw  = x, 

tio)  arciangar=Y 


formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises 
entre  — i et  -t-t,  et  qui  suppose  le  premier  membre  compris 

jr  w 

entre  — -r  et  4- -7. 

• 4 


Sur  r expression  de  la  différentielle  d'un  arc  de  courbe  plane 
ou  à double  courbure. 


20.  Le  périmètre  P du  polygone,  inscrit  dans  un  arc  de 
courbe  C,  tend  vers  une  limite  déterminée,  lorsque  ses  côtés 
tendent  tous  vers  zéro. 

En  effet,  soient  x,  y,  z,  et  x -H  \x,  y -4-  aj,  5 4-  A2  les 
coordonnées  des  extrémités  d’un  côté  c du  polygone,  relatives 
à trois  axes  rectangulaires,  on  aura 


cz=  \ A r’ 4- A >•’-+-  Aa*  = Ax 


As* 

ÂP’ 


, Ar  A3  . . dy 

les  rapports  - — ont  respectivement  pour  limites  / cl 

A X & X fiX 

quand  ^x  tend  vers  zéro;  on  a donc 


Ar, 


en  désignant  par  t une  quantité  qui  s’annule  avec  Ax.  Si  l’on 
prend  x pour  variable  indépendante  et  que  l’on  fasse 


..  / </)•’  (/;’ 

'-y 
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Y sera  une  fonction  donnée  de  x et  l’on  aura 
c = Y ^x  t^x, 

puis  le  périmètre  total  P du  polygone  inscrit  sera 
P = ïY4x-+-2iAX. 

Cela  posé,  construisons  dans  le  plan  x,y  la  courbe  C'  dont  Y 
est  l’ordonnée  et  désignons  par  A l’aire  comprise  entrela  courbe, 
l’axe  des  x et  les  ordonnées  qui  répondent  aux  abscisses  ex- 
trêmes X,  et  x„  Supposons  en  outre  cette  aire  décomposée  en 
trapèzes  élémentaires  ayant  pour  bases  les  &x;  l’expression 
de  CCS  trapèzes  sera  Y ^x-^-r|^x,  » s’annulant  avec  ^x,  et 
l’aire  A elle-même  sera 


on  aura  donc 


A = ïY4  X + ZnAx, 
P=A-I-2i4x  — Z))4  X. 


Cela  posé,  si  •'  et  n'  désignent  respectivement  celui  des  * et  ce- 
lui des  ri  qui  ont  la  plus  grande  valeur  absolue,  les  sommes 
ziAx  et  ïnà  X seront  respectivement  moindres  en  valeur  abso- 
lue que  t'i^x  et  ri'iàx,  c’est-à-dire  moindres  que  t'{x,  — x,) 
et  X,);  mais  «'  et  »'  s’annulent  en  même  temps  que 

les  Ax,  donc  les  sommes  i«Ax  et  2>iAx  ont  pour  limite  zéro, 
et  l’on  a 

limP  = A. 


Le  périmètre  du  polygone  inscrit  dans  un  arc  de  courbe  ten- 
dant vers  une  limite  déterminée  indépendante  du  mode  de 
division  de  l’arc,  lorsque  ses  côtés  tendent  vers  zéro,  cette 
limite  est  dite  la  longueur  de  l’arc  de  courbe. 

Il  est  facile  maintenant  d’avoir  la  différentielle  del’arcfdela 
courbe  C,  dont  l’une  des  extrémités  est  supposée  fixe  et  l’autre 
variable.  Cette  différentielle  ds  sera  égale,  d’après  ce  qui  pré- 
cède, à celle  de  l’aire  A,  laquelle  est  Ydx,  et  en  remettant 
pour  Y sa  valeur,  on  aura 

ds  — t / 1 + dx  = v^tfx’-i-  dy'  + dz^  • 

V dx'  dx' 

On  peut  déduire  de  là  que  le  rapport  d’un  arc  de  courbe  à sa 
corde  a pour  limite  l’unité,  quand  l’arc  tend  vers  zéro.  Soient 
6«éd.II.  ,, 
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en  effet  c la  corde  qui  sous-lend  l’arc  A»,  on  a 

^ s 

^S  ÂX 


Af 

C 


d'où 


lim  — = 
c 


Vax’+  A/-1-AJ’ 

ds 
dx 


\/‘ 


A X* 


(ÏS 


A 

AX* 


/ dy^ 


di' 

dx' 


yjdx'  dx‘  + dz' 


21.  On  peut  obtenir  de  la  manière  suivante  le  développe- 
ment en  série  de  la  différence  entre  un  arc  de  courbe  et  sa 
corde.  Soient  a:,  y,  z.  les  coordonnées  recungulaires  de  l’ex- 
trémité variable  de  l’arc  s,  et  A a:,  \y,  i^z  les  accroissements 
de  x,y,  Z qui  correspondent  à l’accroissement  Aj  de  s,  on 
aura  par  la  formule  de  Maclaurin 

dx  . d‘x  Ai»  . d'x  Ai» 
ds'  2 

dy  , d’y 


AX  -h 


dz 


A 2 = ^ Ai  -3- 
dt  ds 


d'z  Al» 
3 


ds'  1.2.3 

d'y  Ai» 
ds'  1.2.3 
d'z  Ai’ 

</i»  1.2.3 


-f-. 


Posons  aussi 

v/a^’-I- A/»-l- Ai’  = Ai  -l-  A,  Ai’  -+-  Aj  Ai»  -t-  A,  Ai‘-|-  . . . , 

élevonsaucarré  celte  équation  et  remplaçonsensuileAx,  Aj,  Az, 

par  les  valeurs  écrites  plus  haut  ; on  trouvera,  en  égalant  les 
coeflicients  des  mêmes  puissances  de  Ai, 

A,  = O , 


A — 

6 L</i 


dx  d'x  dy  d'y  d 


ds’ 


ds  ds 

+ (^V 

^ \ds' 

\ V dx  d' X dy  d'y 

' 24  L ^ 


dz  (/‘z"! 

rfi  di’J 


dz  d'z  1 

Tsdÿy 

I r d'x  d'x  d'y  d'y  d'zd'z~\ 

Tâ  [ySF  ~3F  ds'  ds'  ds'  ds'  J ’ 
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Mais  on  a,  en  désignant  par  p le  rayon  de  courbure  à l’extrémité 
de  l’arc  t. 


d’où  l’on  lire,  par  la  différentiation, 

J 

d'x  d'x  d'yd^x  d^zd'z  > p’ 
ds‘  ds'  ds'  ds*  a ds  ’ 


ensuite  si  l’on  différentie  trois  fois  de  suite  l’équation 


il  vient,  en  ayant  égar^  aux  formules  précédentes, 

dx  d'x  dy  d'y  dz  d'z  _ 

ds  ds'  ds  ds'  ds  ds' 

dx  d'x  dy  d'y  dz  d'z i 

ds  ds'  Tff  ds'  7Î7  ds'  p’  ’ 

fil. 

dxd'x.  dy  d'y  dz  d'z  3**p’ 

~3s  ds'  ds  ds'  ds  ds'  a ds 


et  an  moyen  de  ces  formules  on  aura 


dl 


A,_o,  A,_-p-^,..., 


par  conséquent 

à " û*  As* 

VAar’-(-A^>+  ^z'  = lis 7— :r--77r  + . . 

a4p  M 48  ’ 


d-. 


les  termes  ou  troisième  et  du  quatrième  ordre  ne  dépendent 

que  de  la  courbure  l’influence  de  la  seconde  courbure  ne  se 
P 

manifeste  qu'à  partir  des  termes  du  cinquième  ordre.  La  for- 

12. 


Digitized  by  Google 


17a  rote  SCB  le  CALCDL  DIFFéBEXTIEL 

mule  précédente  peut  s'écrire  comme  il  suit 


= Ai 


Ai^  Ai’ 

4V~  4« 


mais  si  p,  désigne  le  rayon  de  courbure  à l’exlrémilé  de  l’arc 
5 + Ai,  on  a,  par  la  formule  de  Maclaurin, 


I I 


ce  qui  pennet  d’écrire 


} 


v/SImTaTTIT*  = Ai-  (1  + 

en  négligeant  seulement  les  termes  du  cinquième  ordre  en  Ai. 
Si  l’on  applique  cette  formule  au  cercle  de  rayon  i on  aura  p=p,=  1 
et  si  l’on  désigne  l’arc  Ai  par  2 a,  la  corde  v^Aar’  4-A/’  + Ai’ 
sera  asina;  la  formule  précédente  devient  alors 

. a’ 

sina  = a — 


ce  qui  fournit  une  vérification  de  notre  calcul. 

Sur  l’intégrale  de  la  différentielle  f(x)dx. 

22.  Il  est  nécessaire  d’établir  l’existence  de  l’intégrale  d’une 
différentielle  donnée  f[x)dx.  A cet  effet,  il  suffit  de  consi- 
dérer la  courbe  plane  dont  l’équation,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, est  y—f{x)\  l’aire  comprise  entre  la  courbe, 
l’axe  des  abscisses,  une  ordonnée  fixe  arbitraire  et  l’ordon- 
née 7"  ou  f(x)  est  une  fonction  de  x dont  la  différentielle 
est  f{x)dx  (t.  I,  p.  75).  Si  donc  on  désigne  par  F{r)  cette 
fonction,  on  aura 

d¥(x)  = f{x)dx. 

On  voit  que  la  fonction  F(a:)  n’est  pas  complètement  déter- 
minée, puisque  l’aire  qu’elle  exprime  est  comptée  à partir 
d’une  ordonnée  fixe  qui  est  tout  à fait  arbitraire;  on  peut 
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changer  cette  ordonnée  à volonté,  ce  qui  revient  évidem- 
ment à ajouter  une  constante  à la  fonction  F(x);  enfln, 
comme  deux  fonctions  qui  ont  la  même  différentielle  ne 
peuvent  différer  entre  elles  que  par  une  constante  (n®  2),  si 
l’on  désigne  par  C une  constante  arbitraire,  F(x)-hC  sera 
l’expression  générale  de  l’intégrale  de  f(x)dx,  et  l’on  écrit 

(i)  F(x)-»-C  = j'f(x)dx. 

On  peut  déterminer  la  constante  C par  la  condition  que  l'in- 
tégrale s’annule  pour  une  valeur  donnée  x,  de  x,  pourvu 
cependant  que  F(ar)  ne  devienne  pas  infinie  pour  x = x,', 
il  suffit  effectivement  de  poser 


F(x,)-hC  = o,  d’où  C = — F(ar,), 


ce  qui  réduit  le  premier  membre  de  la  formule  précédente  à 
F ( X ) — F ( X, ) ; et  si  i’on  donne  à x la  valeur  particulière  X,  ce 
premier  membre  prendra  la  valeur  déterminée  F (X) — F (x,). 
Cette  valeur  est,  comme  on  le  voit,  celle  que  prend,  pour 
x = X,  l’intégrale  de  la  différentielle  f(x)dx,  assujettie  à 
s’annuler  pour  x = o ; on  la  représente  par  la  notation 


et  l’on  a,  en  conséquence. 


(2) 


F(X) 


— F(x,j  = y*  f(x)dx. 


Le  second  membre  de  la  formule  ( i ) est  dit  Y intégrale  in- 
définie de  la  différentielle  f{x)dx;  le  second  membre  de  la 
formule  (2)  est  au  contraire  une  intégrale  définie. 

On  peut  toujours  donner  à une  intégrale  indéfinie  la  forme 
d’une  intégrale  définie,  ce  qui  offre  souvent  de  l’avantage. 
En  effet,  si  dans  l’équation  (2)  on  remplace  la  valeur  déter- 
minée X par  la  variable  x,  on  aura 

(3)  F(x)  — F(x,)=  r f(x).dj:, 

Jx, 

et  si  l’on  élimine  F ( x ) entre  les  équations  ( 1 ) et  ( 3 ),  puis  que 
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l’on  écrive  C au  lieu  de  C -+- F ( x,  ),  on  aura 


(4) 


j'f{x)dx=j'  f{x)dx-^C. 


23.  La  fonction  F(x)  ayant  pour  dérivée /( ar  ),  si  l’on  pose 
X — x,=  mh,  m étant  un  nombre  entier  positif,  on  aura,  d a- 
près  le  théorème  du  n”  2, 

pour  A = O,  ou 

F(X)— F(ar.)  = llm[A/(j:.)-4-A/(x,-l-A)4-...-+-A/(a;.4-m— iA)l 
ou,  enfin,  d’après  l’équation  (2), 

X 

y*  f(x)dx  — \\m'^j{x)dx', 

x = x, 

ce  qui  exprime  que  l’intégrale  définie  / f{x)dx  est  la  11- 

mite  vers  laquelle  tend,  pour</a:  = o,  la  somme  des  valeurs  de 
la  différentielle  f{x)dx,  quand  x varie  de  x,  à X,  par  inter- 
valles égaux  à dx.  Nous  supposons  ici,  bien  entendu,  que  la 
fonction /(a:)  reste  finie,  quand  x varie  de  x,  à X. 


Sur  les  intégrales  multiples. 

2i.  La  recherche  des  volumes  terminés  par  des  surfaces 
courbes  et  celle  des  aires  de  ces  surfaces  se  ramènent,  comme 
on  l’a  vu,  à la  détermination  d’intégrales  doubles,  qui,  dans 
le  système  des  coordonnées  rectangulaires,  ont  pour  expres- 
sions générales 

v/"’-  (k)’+  (S)'- 


D'autres  questions  conduisent  aussi  à des  intégrales  triples, 
quadruples,  etc.,  et,  dans  tous  les  cas,  l’intégration  doit  s’é- 
tendre à toutes  les  valeurs  des  variables  qui  satisfont  à cer- 
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laines  conditions  exprimables  par  une  ou  plusieurs  inégaiiiés. 
Lorsqu’on  peut  effectuer  l’intégration  relative  à l’une  des  va- 
riables, l’intégrale  multiple  se  réduit  à une  intégrale  d’ordre 
inférieur  d’une  unité  et,  quand  il  n’en  est  pas  ainsi,  on  peut 
quelijucfois  opérer  la  réduction  par  un  changement  de  va- 
riables. 

Considérons,  par  exemple,  l’intégrale  double 

(i)  Ç=J'y  \dxdy, 

dans  latiuclle  V désigne  une  fonction  donnée  de  x et  y,  et 
supposons  qu’on  veuille  substituer  aux  variables  x et /deux 
nouvelles  variables  u et  v,  liées  aux  premières  par  deux  rela- 
tions données.  Quelle  que  soit  la  portion  du  plan  des  xy  qui 
comprend  les  points  {x,  y)  auxquels  l’intégration  doit  s’éten- 
dre, l’intégrale  Ç se  composera  d’un  ou  plusieurs  termes  de  la 
forme 


>•„  et  /,  désignant  deux  fonctions  données  de  x,  et  x„  x,  étant 
deux  constantes.  On  peut  évidemment  supposer  que  / et  x 
croissent  constamment  de  la  limite  inférieure  à la  limite  supé- 
rieure, ce  qui  revient  à dire  que  dx  et  dy  sont  positives. 
Cela  posé,  des  équations  données  entre  x,  /,  u,  e,  on  peut  tirer 
la  valeur  de  y en  fonction  de  x et  de  v;  soit 

y=f(x,  e), 

cl  considérons  l’intégrale  Ç \dy  où  x peut  être  regardé 

comme  un  paramétré  constant.  Si  l’on  y remplace /par /{x,  v), 

dy  par  dv,  elle  deviendra  J'^  V dv,  v,  et 

e,  étant  les  valeurs  de  v qui  répondent  à /=/„/=/,.  Nous 
supposons  ici  que  v varie  toujours  dans  le  même  sens,  quand 
/ varie  de  /,  à /,;  s’il  en  était  autrement,  on  rentrerait  dans 
cette  hypothèse  en  décomposant  l’intégrale  relative  à / en 
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plusieurs  parties.  Comme  dy  est  supposé  positif,  dv  a le  signe 

de  si  cette  dérivée  est  négative,  on  peut  ramener 

dv 

dv  à être  positif  en  changeant  les  limites  de  l’intégration,  en 
sorte  que  l’on  aura 

± —■  désignant  la  valeur  absolue  de 

tégrale  relative  à v étant  prise  entre  les  limites  v,  et  v,  ou 
V,  et  F,.  D’après  cela,  la  valeur  de  <;  sera 

Ce  résultat  nous  donne  le  moyen  d’achever  la  substitution  que 
nous  avons  en  vue  ; car  soit 

jr  = F(«,  v) 

la  valeur  de  x en  u et  v;  il  suffira  de  remplacer  dx  par 

, dFlu,  v)  , ,, 

± — ^ du,  et  1 on  aura 


« = 


df[x,  v)~\  p_j_</F(fz,  v)1 

dv  J L~  du  J 


dudv. 


formule  où  les  intégrations  doivent  être  étendues  aux  même* 
points  que  dans  la  formule  (2). 

Mais  si  l’on  différentie  l’équation  y=f(x,  v),  en  considé- 
rant a;  et  comme  fonctions  de  u et  v,  on  a 


^du  + ±dv  = iB^C^du^‘^dv] 

au  dv  dx  \du  dv  / 


, dfix,  V) 

^ dv 


dv. 


d’où 

dy df(x,  v)  dx 

du  dx  du' 

dy  _ dfjx,  v)  dx  dfjx,  v) 
dv  dx  dv  dv  ' 
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el  par  suite,  a cause  de  ^ 


dx  </ F ( H,  f) 


du 


df[x,  y)  rfF(«,  v) ^ dx  dx 

dv  3m  du  dv  dv  du 


177 


La  valeur  de  î devient  en  conséquence 

la  fonction  V étant  exprimée  en  u et  v. 

25.  On  peut  encore  arriver  au  résultat  qui  précède  par  les 
considérations  suivantes.  L'intégrale  ç peut  être  regardée 
comme  représentant  un  volume  composé  de  prismes  élémen- 
taires V dxdy  dont  les  bases  dxdy  remplissent  une  portion  du 
plan  xy.  Or  deux  équations  telles  que 

ou  U et  V désignent  deux  paramètres  variables,  représentent 
deux  systèmes  de  courbes,  et  il  est  clair  que  deux  courbes 
infiniment  voisines  de  l’un  des  systèmes  détermineront  avec 
deux  courbes  infiniment  voisines  de  l’autre  un  parallélo- 
gramme infiniment  petit  dont  l’aire  sera  ds,  ds,  sim;  ds,  et  dst 
étant  les  éléments  infiniment  petits  des  courbes  u et  v,  et  1 
l’angle  de  ces  éléments.  Le  volume  que  représente  ç sera 
évidemment  la  somme  des  volumes  élémentaires  V sin  <, 
et  l’on  aura 


C 


V35,3f,  sim. 


Mais  X ei  y sont  fonctions  de  m et  v;  si  l’on  demeure  sur  la 
courbe  u,  v variera  seul  et  l’on  aura 


d’où 


si  au  contraire  on  marche  sur  la  courbe  v,  u sera  seul  variable 
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et  l’on  aura 
d’où 


dx^^Ju,  dr=^^£du. 


Les  cosinus  des  angles  formés  par  ds^  et  par  dsi  avec  les  axes 

. dx 

des  X et  des  x étant  proportionnels  respectivement  a ^ 


dr  dx  . d y 

dT.  tu'  “ 


dx  dx  dy  dy 

du  dv  du  dv 


cost  = 


sin  I = 


-H 

dx  dy  dx  dy\ 
du  Tlv  dv  du} 

\/C^] 

t 

1 + 

m 

d’où 


, . .Idxdy  dx  dr\ 


(Iv  du  / 


el  par  conséquent 


comme  on  l’a  déjà  trouvé. 

Par  exemple,  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires  x et 
r aux  coordonnées  polaires  p cl  u,  liées  à a:  el  à par  les 
équations 

x = pcoso,  j=psinw, 
conduira  à la  formule 

JfyMr=ff  V'p</p(/w  ; 

les  éléments  pdpdu  sont  ici  des  rectangles  dont  les  côtés  dp. 
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p(/u  sont  les  éléments  respectifs  de  lignes  droites  menées  par 
l’origine  et  de  circonférences  ayant  celte  origine  pour  centre. 

26.  En  général,  si  l'on  a une  intégrale  multiple  d’ordre  n, 
telle  que 

. . dxdy. . .dz, 

et  qu’aux  n variables  x,  y,. z on  en  substitue  n autres  u, 
f,. . (V,  liées  aux  premières  par  des  relations  données,  on 
aura 


//•/  \dxdy. . .dz  = J"  j'  "J' Vrfttt/e. . . 


A désignant  le  déterminant 

dx  dx 



dv  ’ t/tv’ 


dz  dz  dz 

dTi'  Tv''"'  d^' 


dx 

du' 

dy 


Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède  dans  le  cas 
de  deux  variables  x ely;  il  suffit  donc  de  l’établir  pour  n + 1 
variables,  en  admettant  qu’il  ait  lieu  pour  n variables. 

Soit  donc  l’intégrale  d’ordre  n 4- 1 


V dxdy. . . dzdt. 


Cl  supposons  qu’on  veuille  substituer  aux  variables  x,  y,. . 

Z,  i les  n 4- 1 variables  u,  v,...,  u>,  t.  On  peut  commencer  par 
exprimer  les  n variables  x,  y,. . z en  fonction  de  s et  des 
n variables  nouvelles  u,  v,...,  tv,  l’intégration  relative  à « 
devant  alors  être  effectuée  la  dernière.  Par  ce  changement  de 
n variables,  on  aura,  d’après  ce  que  nous  admettons 


ï = ^ f ( R)  . .rfn>, 
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D désignant  le  déterminant 


Sx 

Sx 

9x 

Su* 

Sv*‘"* 

Sw* 

Sy 

ÎL, 

Su' 

« ï • • • t 

ov 

Sw 

âz 

iz 

• m • y 

3 Z _ 

lu' 

r—  » • • • » 

Iw' 

nous  employons  ici  la  lettre  J pour  exprimer  les  dérivées  par- 
tielles prises  dans  l’hypothèse  où  les  variables  indépendantes 
sont  « et  «,  V,. a>,  tandis  que  nous  réservons  la  lettre  d 
pour  le  cas  où  les  variables  indépendantes  sont  u,  v,. . w,  t. 
Or,  en  dUTérentiant  l’une  des  variables  x,y,...,  z dans  cette 
dernière  hypothèse,  d’abord  par  rapport  à l’une  des  variables 
U,  0. . . . w,  puis  par  rapport  à /,  on  a . 


d’où 


dx Sx 

du  Su 


S X ds  dx S X ds 

Ss  du'  dt  Ss  dt' 


dx 

Sx dx  dt  ds 

Su  du  ds  du* 

Tt 


et  l’on  aura  des  expressions  semblables  pour  cnacune  des  dé- 
rivées qui  figurent  dans  la  valeur  du  déterminant  D. 

Cela  posé,  dans  l’évaluation  de  C,  l’intégration  relative  à s 
peut  être  effectuée  la  première,  après  la  substitution  dont 
noBs  venons  de  parler,  et  d’après  ce  qui  a été  dit  en  commen- 
çant, si  l’on  exprime  s en  fonction  de  / et  de  «,  v, . . .,  w,  on 

devra  remplacer  ds  par  on  aura  donc 


Vdudv. . ,dwdl. 
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et  l’expression  de  D pourra  se  déduire  de  la  suivante 


dx 

dx 

dx 

du^ 

T— > • • • > 

dv 

div' 

in 

du^ 

dy 

dw' 

dz 

dz 

» • * • » 

dz 

Tu''”' 

Ti'' 

dx 

, dx  dx  dt  as 

en  remplaçant^,...  par 

dt 


Désignons  par  D. , , . . . , D.  les  résultats  que  l’on  obtient 

en  exécutant  sur  D.  une,  deux,  trois,  etc.,  fois  la  substitution 
circulaire  qui  consiste  à remplacera:,  jr,  ,..,z,  s respectivement 
par  jr, . ..,z,  s,  X.  Comme  un  déterminant  ne  fait  que  changer 
de  signe  quand  on  change  l’une  en  l'autre  deux  lignes  paral- 
lèles, il  est  facile  de  voir  que  la  substitution  de  a à x,y, . ..,z 
changera  D,  en  — D, , — D,,. . — D. , si  le  nombre  n des  va- 
riables x,y,  ...Z  est  pair,  et  en  -+-Dx,  — D;., . . . — D, , si  le 
nombre  n est  impair,  les  signes  étant  alternativement  4-  et  — 
dans  ce  dernier  cas. 

Cela  posé,  remplaçons,  dans  l'expression  de  D,  les  dérivées 

dx 


de 


X,  savoir 


dx 


, , dx  dt  ds 

etc.,  par  les  valeurs  -3 -r-,  etc., 

du  ds  du 

dt 


on  obtiendra,  d’après  ce  qui  vient  d’étre  dit,  le  résultat 


dx 

dt 


Si  dans  cette  expression  on  remplace  les  dérivées  de/,  savoir: 

(fy 

etc.,  par  les  valeurs  ^ ^ etc.,  D,ne  changera  pas, 

dt 
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car  ce  déterminant  s’annule  quand  on  y met<  au  lieu  de  y; 
on  aura  donc  le  résultat 


dx 

dy 

dt  ^ 

~dt 

■^TT, 

dt 

dt 

et  l’on  voit  facilement  que  si  l’on  remplace  les  dérivées  des 
autres  variables,  jusqu’à  celles  de  z inclusivement,  par  les  va- 
leurs indiquées,  l’expression  de  D,  deviendra  définitivement 


dx  djr 

D,  + (-  ,)-^D.+  |d,+  .. 
^ dt 


en  sorte  que  l’on  aura 


±D 

dl 


Or  on  sait  que  le  second  membre  de  cette  formule  est  préci- 
sément égal  au  déterminant 


dx  dx 
du'  dv' 

dx  dx 
dw'  dt  ' 

dy  dy 
du'  dv' 

dy  dy 

'”s^'  il' 

àt  

dz  dz 
du'  dv' 

dz  dz 
"di'Tt' 

ds  ds 
du'  dv' 

ds  ds 
dw'  dt' 

on  a donc 

11 

a 

A., 

et,  par  conséquent. 

>:=//...  ff[±Ck,)\dudv. . .dwdt, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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27.  Considérons  en  particulier  les  intégrales  multiples  qui 
se  rapportent  à l’évaluation  des  -volumes  et  des  surfaces 
courbes.  On  a,  pour  l’expression  des  volumes  en  coordonnées 
rectangulaires, 

Ç =///  dx  dydz, 

et  si  l’on  substitue  à x,y-yZ  les  trois  variables,  «,  e,  <v.  il 
viendra 

l = ^dudvda>, 

avec 

(Ix  dr  dx 
du'  dv'  dw 

dy  dy  dy  ^fdxdy  dxdy\dz  fdydz  dy  dz\dx ^ /dzdx  dxdz\dy 

du'  dv'  du'  \dudv  dv  du ) du/  \du  dv  dvdujdw  \dudv  dudvjdw 
dz  dz  d Z 
du  ' dv  ’ du/ 


Supposons  que  l’on  prenne  pour  u,  v,  w,  les  trois  coordon- 
nées polaires  r,  8,  liées  à x,  y,  z,  par  les  formules 

ar  = rsin 0 cos -{i,  / = rsin9sin'}«,  a = rcos9. 


on  aura 

dx 

dx 

dx 

sin  8cos>}>, 

7q~ 

= rcos6cos^. 

Il  ” 

in  — 

dr 

sin  8 sin 

dr  _ 

di~ 

= r cos  8 sin  \|<, 

II 

dz 

dz 

dz 

dr 

cos  9, 

d6~ 

: — rsin9. 

d^ 

formules  qui  donnent 

A=  r’sin  9, 

on  aura  donc  pour  l’expression  du  volume  t en  coordonnées 
polaires 

ï = jyy  r’  sin  8 drdQ  d , 

et  si  r croit  constamment  entre  les  limites  r,  et  r,  fonctions 
données  de  8 ct^,  on  pourra  écrire 


— rî)sin6</8(f>|i. 
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Passons  mainlenanl  aux  aires  des  surfaces  courbes;  quand 
on  emploie  les  coordonnées  rectangulaires  x et/,  la  détermi- 
nation de  ces  aires  dépend  de  l’intégrale  double 


Ç = //v'»  dxdy, 

où  P elq  désignent  les  dérivées  partielles  ^ et 
substitue  les  nouvelles  variables  u,  v k x el  y,  on  aura 


= //-( 


dx  dy 
du  dv 


mais  on  a 


dx  dy 
dv  du 


+ p'+ g' du  dv; 


d’où 


dz  dx  dy  dz  dx  dy 
du  ^du~^^  du'  dv  ^ dv~^^dv' 


(dx  dy  dx  dy\ Idzdy  dz  dy\ 

du  dv  dv  du } \du~(iv  dv  du /* 

/dx  dy dx  / dx  dz  dx  dz  \ 

^ \du  dv  dv  du)  \du  dv  dv  du)' 


et,  en  substituant  ces  valeurs  de  p et  q,  il  vient 


Ç Ç . j idxdy  dxdy'^  /dydz  t/yrfâÿ  fdz  dx  dz 

JJ  V \dudv  dvdu)  \dudv  dvdu)  \dudv  dv 


dz  dx\  '■ 
dvdûj 


Supposons  qu’on  prenne  pour  m et  v les  coordonnées  po- 

, . « , 1 1 • • • dx  dx  dy  dy  dz  dz  . 

la.res  6,^;  les  der.vees  ^ 


prises  ici  en  considérant  le  rayon  r comme  fonction  de  S et  ; 
alors  on  aura 


dx  dr  . ^ „ , 

^ ^ sin  8 cos  i|i  -H  r cos  8 cos  ^|l , 


dy 

iï 


dr  . ^ . ... 

= sin8sm'|>-t-  rcos8siniI/, 


dz  dr  ^ 
^=^cose_rsin0. 


dx dr 

d^~'3^ 

dy dr 

d'if  d'if 


sin  8 cos  -if  — r sin  ^in  i|(, 
sin  8 sin  >|>  4-  rsin  8 cos  4>, 


dz  dr 


dudi'. 
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d’où 


dxdy  dxdy  ■ „ f dr  . ^ \ 

rf  9 ® [dh  ® ® ) * 

dy  dz  dy  dz  . „ , ( dr  . . \ dr  . , 

dzdx  dzdx  . ^ , f dr  , . ,\  dr 

' 9sini(i  ^^cos6  — rsinSj  — r^cosi{<; 


= — rsin 


do  d-!/  d-^d9 


la  somme  des  carrés  des  seconds  membres  de  ces  formules  est 
égale  à 


on  a donc 


;=//v/ (^)’+  [(^;y  + sin’S.r^Orf;, 


pour  l’expression  des  aires  courbes,  en  coordonnées  polaires. 

28.  On  peut  arriver  par  des  considérations  très-simples  aux 
formules  que  nous  venons  d’établir  pour  la  détermination  des 
volumes  et  aires  courbes  en  coordonnées  polaires.  Remar- 
quons d’abord  que  l’angle  9,  formé  par  le  rayon  r et  la  direction 
de  l’axe  des  ? peut  varier  de  o à ir;  quant  à l’angle  formé  par 
la  projection  du  rayon  r,  sur  le  plan  xy,  avec  l’axe  des  x,  il 
peut  varier  de  o à 2 r,  en  marchant  de  O x vers  0/  ; enfin  les 
ét  uations 

r = constante,  9 = constante,  = consianip. 


représentent  un  système  triple  de  surfaces  orthogonales;  les 
surfaces  du  premier  système  sont  des  sphères  ayant  pour  centre 
l’origine  des  coordonnées;  celles  du  deuxième  système  sont 
des  cônes  droits  ayant  pour  axe  l’axe  des  z ; enfin  le  troisième 
système  se  compose  de  plans  passant  par  l’axe  des  z.  Si  l’on 
prend  deux  surfaces  infiniment  voisines  dans  chaque  système, 
on  déterminera  un  parallélipipède  rectangle  infiniment  petit 
dont  les  dimensions  seront  respectivement  dr,  rd9,  rsin  Od^, 
son  volume  sera  en  conséquence  r’sin  9rfrrf9cfr|(  et  l’on  aura 
C'oî.ll.  i3 
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pour  la  délcrmiiialion  des  volumes  en  coordonnées  polaires 
l'expression  générale 

fjr’sin  QdrdOd'^, 

comme  nous  l’avons  trouvée  plus  haut. 

Le  parallélipipède  dont  nous  avons  parlé  a deux  de  ses  di- 
mensions rd6  et  rsin  0 ^/^}l  situées  sur  la  sphère  de  rayon  r, 
l’élément  superficiel  de  la  sphère  aura  donc  pour  expression 

</w  = r’sin  0 dad^. 

Cl  l’aire  d'une  portion  quelconque  de  splière  se  déterminera 
par  l’intégrale  double 

r’y f sin  0 d^d'if. 

29.  Supposons,  par  exemple,  qu’on  veuille  trouver  l’aire  d’un 
triangle  sphérique  au  moyen  de  la  formule  précédente.  Soient 
A,  B,  C,  les  angles  de  ce  triangle  dont  les  sommets  seront  dési- 
gnés par  les  mêmes  lettres,  je  prendrai  pour  axe  des  z le  rayon 
OA  de  la  sphère  (*),  puis  menant  un  grand  cercle  perpendicu- 
laire à OA  qui  coupe  en  deux  points  1 et  J le  grand  cercle  au- 
quel appartient  le  côté  BC,  je  prendrai  le  rayon  01  pour  axe  des 
l’axe  des  x doit  être  perpendiculaire  à OA  et  à 01,  je  choi- 
sirai la  direction  qui  est  telle,  que  la  valeur  \|«  relative  à C sur- 
passe celle  (jui  scrapporleà  B,  en  supposant  que  ij<croissc  quand 
on  marche  de  l’axe  des  x vers  l’axe  des  y.  Cela  posé,  considé- 
rons un  point  M se  mouvant  sur  le  côté  BC  de  B vers  C et  me- 
nons l’arc  de  grand  cercle  AM  qui,  prolongés’il  le  faut,  coupera 
en  iN  le  grand  cercle  situé  dans  le  plan  xy.  Si  l’on  désigne  fiar 
la  valeur  de  i!/  qui  se  rapporte  au  point  B et  que  l’on  prenne 
pour  unité  le  rayon  delà  sphère,  l’aire  T du  triangle  sphérique 
sera  donnée  par  la  fhrmule 


,-  i,  -+■  A 

^ A M 

H 

II 

I sinO(/0=;  / 

jp.  J 

A 

("  ) Le  lecteur  fera  ai&c'mcnl  lut*nicmu  la  n{*urc. 


Digitized  by  Coogle 


BT  LE  CALCDL  INTÉGRAL.  1^7 

OU,  à cause  de  cos  AM  = sin  MN, 


I d^—l  sinMNrf+=A—  / sinMNrff 

h df,  Jp, 

Mais  le  triangle  sphérique  rectangle  MNI  donne 


• Sinlcosi^  ,,  . , . . 

sinMA= — : — ïT— ’ cosM=sin  IsinJ», 
sm  M ^ 


et  la  dernière  de  ces  formules  donne  par  la  différentiation 

= - , rfM,  d’où  sinMNrf,|.  = -</M; 

sinlcosi}.  ^ ’ 

on  aura  donc 

ri 

T=  A-f-  / 

Ji. 


*</M 

d i{i 


enfin,  comme  on  a M = w — B pour  = et  M=C  pour 
^ A,  on  aura 

T=  A + B-+-C— >t, 


ce  qui  est  la  formule  connue. 


30.  Considérons  enfin  une  surface  courbe  quelconque  dont 
un  point  M ait  pour  coordonnées  r,  6,  i}<  et  construisons  la 
sphère  de  rayon  r qui  a pour  centre  l’origine  des  coordonnées. 
Le  cône  qui  a pour  sommet  cette  origine  et  pour  base  l’élément 
d<->  de  la  sphère,  déterminera  sur  la  surface  courbe  un  élé- 
ment rfS  dont  dut  sera  la  projection  orthogonale  sur  la  sphère 
r;  on  aura  donc 

d'.>  r’sinô<f9r/-} 

ab  — = ? 

COSi  COSI 

I étant  l’angle  forpié  par  le  rayon  r avec  la  normale  de  la 
surface. 

Mais  les  côtés  rrfô  et  rsin6</'|(  de  l’élément  </u  forment 
avec  le  rayon  r un  système  d’axes  rectangulaires  auxquels  on 
peut  rapporter  la  surface  que  nous  considérons.  Pour  le  point 
M les  trois  coordonnées  sont  nulles  ; en  outre  quand  les  deux 
premières  coordonnées  s’accroissent  successivement  der</6el 

i3. 
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(le  rsinO(/i}i,  la  uoisième  coordonnée  prend  les accroissemonls 
</9,  ^ en  désignant  par  />  et  i/  les  rapports  de  ces  der- 
niers accroissements  a ceux  des  coordonnées  qui  les  pro- 
duisent, on  a 

_ I (/r  I dr 

^ r d^'  ^ rsiii6,(/'Ji 

Mais  d’après  les  formules  en  coordonnées  rectangulaires,  re- 
latives aux  normales,  l'angle  • a pour  cosinus 


on  a donc 


cos  s = 


rsinS 


et,  par  conséquen', 


(/S  = r(/0rf;  V V c>]  sin'O. 

comme  on  l'a  trouvé  plus  haut. 


31.  Pour  montrer  un  exemple  de  la  réduction  des  intégrales 
multiples  par  le  changement  de  variables,  j’appliquerai  les 
résultats  obtenus  précédemment  à I9  recherche  du  volume  et 
de  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Si  l'on  fait  usage  des  coordonnées  rectangulaires,  la  surface 
de  l’ellipsoïde  a pour  équation 


x' 


I, 


et  les  formules  propres  à déterminer  le  volume  V et  la  sur- 
face S sont 
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Dans  l’expression  de  V,  on  peut  effectuer  immédialenieiit 
l’intégration  par  rapport  à l’une  quelconque  des  variables; 
l'intégrale  double  est  alors  réduite,  et  la  seconde  intégration 
peut  s’effectuer  sans  difficulté.  Il  n’en  est  pas  de  naème  da 
l’intégrale  double  qui  représente  la  valeur  de  S;  l’intégration 
relative  à a:  ou  à ^ ne  peut  s’effectuer  que  par  l’introduciioii 
des  fonctions  elliptiques.  L’emploi  des  coordonnées  polaires 
ne  réussirait  pas  mieux,  mais  on  peut  effectuer  la  réduction 
demandée  en  prenant  pour  variables  les  deux  angles  9,  ij/  liés 
aux  coordonnées  par  les  formules 


A- = asin9cosi{-,  _r=^sin9siui|<,  a = ccos9, 

\ 

en  vertu  desquelles  l’équation  de  l’ellipsoïde  est  vérifiée. 
Alors  on  a,  par  les  formules  générales  du  n’’27. 


les  intégrations  s’étendant  de  9 = o à 9 = 17  etde  iJ/  = o à 
•J(  = 2jr.  Dans  la  première  formule,  l’intégration  relativ^e  à 9 


donne  le  résultat 


(l'ii,  en  sorte  que  l’on  a 


^ Tzabr. 


Quant  à la  seconde  intégrale  double  qui  exprime  la  valeur 
de  S,  on  peut  la  réduire  en  exécutant  l’intégration  relative  à 9- 
mais  cette  intégration  introduit  des  arcs  de  cercle  et  le  résul- 
tat qu’on  obtient  par  celte  voie  n’a  pas  la  forme  simple  qu’on 
peut  lui  donner.  C’est  pourquoi  nous  ne  pousserons  pas  plus 
loin  ce  calcul  ; mais,  à causé  do  l iniérêl  que  peut  présenter 
celle  question,  nous  indiquerons,  pour  évaluer  l’aire  de  l’el- 
lipsoïde, une  autre  méthode  qui  est  d’ailleurs  susceptible  d’être 
apiiliqiiéc  à d’autres  cas. 
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32.  Soit 


l'équation  de  l'ellipsoïde  et  désignons  par  u le  cosinus  de 
l'angle  que  fait  le  plan  tangent  au  point  [x,  y,  a),  avec  le  plan 
xjr,  on  aura 


Z 

c’ 


Si  l'on  considère  u comme  une  constante,  l'équation  (2) 
représentera  un  cône  du  second  degré,  et  les  équations  (1) 
et  (2),  prises  simultanément,  représenteront  une  courbe  qui 
sera  le  lieu  des  points  de  l'ellipsoïde  pour  lesquels  le  plan 
tangent  fait  avec  le  plan  xy  un  même  angle  ayant  u pour  cosi- 
nus. On  aura  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  des  xy 
en  éliminant  z entre  les  équations  (1)  et  (2);  on  trouve  ainsi 


{■^) 


a»  — — ^ _ , 
a‘(i  — a’)  (1  — u‘)  ^ 


équation  d’une  ellipse  dont  les  demi-axes  ont  respectivement 
pour  valeurs 

a'  \ — h’  è’  y/ 1 — «' 

v' a?  — fa’  - — c’ ) m’  V //’  — (^  — c’ ) «' 


et  dont  l'aire  totale  Esera,  en  conséquence, 

ira’h’li  — «’) 


4) 


E = 


v[rt’  — fa'  — c')  «’]  [/>’ — (/>’  — e')  «’] 


(!t;la  posé,  soit  tiK  l’accroissement  que  prend  E quand  « aug- 
mente de  dit,  la  partie  de  l'ellipsoïde  située  d’un  côté  quel- 
conque, du  plan  a^-et  qui  su  projeile  sur  l'espace  annulaire  dl\ 
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ii  JJ’ 

a évidemment  pour  valeur-^»  elpourobtcnirlairc lotalcS de 

^/F 

l’ellipsoIdc,  il  suffit  évidemment  d’intégrer  l’expression  — - ou 
dV.  du  , . . 

<Iu  ~n  ‘ “ ~ ' jusqu  a « = o,  puis  de  doubler  le  résul- 

tat; ou  aura  ainsi,  en  renversant  les  limites  et  en  changeant  le 
signe  de  l’intégrale. 


(5) 


</E  du 
du  U 


Il  ne  reste  plus  qu’à  substituer  dans  cette  formule  la  valeur 
deE  tirée  de  l’équation  (4)  et  l’on  aura  l’aire  de  l’ellipsoïde 
exprimée  par  une  intégrale  simple;  mais  il  convient  de  trans- 
former cette  expression.  A cet  effet  nous  supposerons 
^ > c,  l’inégalité  n’excluant  pas  l’égalité,  et  nous  ferons, 
pour  abréger. 


h{u’-c^)=’''  o^ucos^, 

d’où 


— <;»  = U sin  li,  C = b\/i  — /i‘sin',u. 


U étant  un  angle  compris  entre  o et  enfin,  nous  pren- 
drons pour  variable,  au  lieu  de  «,  l’angle  ^ déterminé  par 
l’équation 


U = 


a . sin® 

-p:=;SinŸ= 

Va*  — f»  siiifx 


et  comme  u varie  entre  les  limites  o et  i,  l’angle  y variera  de 
O à f>. 

D’après  cela,  les  équations  (4)  et  (5)  deviennent 


(G) 


et 


itub  ( I — - sin’®  I 

^ g’-f* 

cosf  y'i  — /(*  sin’y 
" A,  sin?  ^ 
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Or  on  trouve  au  moyen  de  l’équation  (G), 


sinç  sinç  siii’ÿ  siiiy  sin’<pv*  — «’sin’^ 


— itab  ■ 


a' 


il<f 


«■  — ' ’ \/i  — A>sin>? 

d'ailleurs  si  l'on  différentie  l’expression 
on  obtient 


rosy  <J I — /l’sin’y 
siiif 


,cosy  y/i  — A»sin»y  _ -*  • 


Slllf 


sin'ç  f/®-»- , 


sin’»  V*  — ^’sin’ç’ 


d(f 


et  si  l'on  lire  de  cette  équation  la  valeur  de ;=■  .■  =’ 

sin’ (f  V " sin’Ÿ 

pour  la  substituer  dans  la  formule  précédente,  il  viendra,  en 
ayant  égard  à la  valeur  de  E, 


•}.  \'a'  — c'  dF, 


a d^  siii 


dif 


^ r . + (sin>,  - sin»1| 

(tang|i  _ /,'sin’î-L  <’ 

■ v ”^.  [(«’—  c’)v'i—  /.’sin’(f  + - ! . .^1- 

V(7‘  — »■’ L V’ — " SI  11’ Ÿ J 


Intégrant  ensuite  nette  équation  entre  les  limites  ç — o et 
* = [i,  on  aura 


(8) 


S = a ir  n-’  -t- 


\'o’  — n’ 


*>'  O 


A* 

t — A’sin’if  dy  + 


f" 


K,  — /,’sin’<p.l 
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i X V^«  — A’sin'cf 

t 

I f v^i  — /•’sin’Ÿ«/T  = E (fl,  A-), 


on  retrouve  la  formule  donnée  par  cet  illustre  géomètre,  sa- 
voir ; 


(10)  S = 2WC’ 


iTth 

\'n»  — e* 


[(«>— f*)  E(fi,A)  -t-  c’F((i,  A)]; 


les  symboles  F(fi,  h),  E(fi,  A-)  désignent  les  fonctions  ellip- 
tiques de  première  et  de  seconde  espèce  ayant  fi  pour  ampli- 
tude et  k pour  module.  Si  l’on  veut  introduire,  à l'exemple 
de  Jacobi,  comme  fonction  de  deuxième  espèce,  l'intégrale 

sin’orfo  „ ... 

-7  ■■  =<  on  remarquera  que  1 on  a identiquement 

O VI  — A'*sin'v 

Jo  Jo  V* — Ar’sin’v  Jo  v'— A’sin'» 

ce  qui  permet  d’écrire  la  formule  (8)  comme  il  suit  : 

y.Tta’b 


(■0 


s = 2 ir  (•’  -+- 


V «’  — 


f"  d<f è’  — c»  Ç'^ 

v^' — A'sin’i»  — A'’sin’yJ 


Si  l’on  a c = b,  l’ellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  petit 
axe,  on  a A = 0 et  fi  = arc  <'Os^»  la  formule  précédente  de- 


vient 

(12) 


, n' b b 

S = 2 JT ft*  -h  2 jr  ■-  arc  cos  -• 
\j<0  — b-  O 


Si  au  contraire  a=b,  l’ellipSoïde  est  de  révolution  autour 
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du  grand  axe,  on  a h=i,  et  la  formule  (8)  donne 


(i3) 


S = 2 tr  -f- 


r.bc'  . l>  + \Jh’ — c' 
-, lOg- ; : • 

^0*  — c'  b — V 


11  esi  facile  de  voir  que  les  formules  (12)  et  (i  3)  s’accordent 
à donner  8 = 4»^^%  quand  on  fait  a = b dans  la  première  et 
c = b dans  la  seconde. 


33.  La  surface  du  cône  oblique  à base  circulaire  du  elliptique 
peut  aussi  s’exprimer  par  les  fonctions  elliptiques,  mais  les 
résultats  sont  beaucoup  moins  simples  que  ceux  qui  se  rap- 
portent à l’ellipsoïde.  Afin  de  donner  un  exemple  des  transfor- 
mations qu’il  convient  d’employer  dans  les  questions  de  cette 
espèce,  nous  examinerons  ici  le  cas  le  plus  simple,  celui  du 
cône  oblique  à base  circulaire. 

Soient  O le  centre  de  la  base,  S le  sommet  du  cône,  SP  sa 
hauteur,  SA  et  SA'  les  arêtes  situées  dans  le  plan  S(-)P  qui  est 
un  plan  principal,  M et  M'  deux  points  infiniment  voisins  sur 
la  circonférence  de  la  base.  Désignons  aussi  par  He  rayon  de  Vo 
base,  par  A la  hauteur  SP  du  cône,  par  f la  distance  ÜP  pro- 
jection de  OS  sur  la  base,  et  enfin  par  w l’angle  que  fait  le 
rayon  OM  avec  OP,  angle  qui  peut  varier  de  o à 2jt. 

Si  l'on  abaisse  SQ  perpendiculaire  sur  la  tangente  à la  base 
au  point  M,  l’élément  SMM'=  </S  de  la  surface  du  cône  sera 


(iS  = ~ MM'  X SQ, 
2 


l’arc  MM'  est  égal  à rJu,  en  outre  le  triangle  rectangle  SPQ 

donne  SQ=y/sP  -t- PQ  ; SP  est  égal  à A,  PQ  à ± (r — feosu), 
et  l'on  aura  en  conséquence 


S = 


1 

2 


r v'A‘-t-  (/■ — _/'cosw)’f/w; 


par  suite  l’aire  de  la  portion  du  cône  comprise  entre  les  arêtes 
qui  répondent  aux  valeurs  o et  w de  w,  sera 


f') 


S = 


XCi» 

V'A’-I-  (/■  — y cos  01  )’  (/u. 
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Pour  ramener  celle  expression  à des  iranscendanles  plus  sim- 
ples, j’exéculerai  une  Iransformalion  ayant  pour  objel  de  faire 
disparaître  sous  le  radical  la  première  puissance  du  cosinus  de 
l’angle  variable.  A cet  effet,  désignant  par  y une  nouvelle  va- 
riable, et  par  9 une  constante  indéterminée,  je  poserai 

COS9-I-COS*  , sinû  sin® 

C0S6»=  ^ , sin»  = -—î — : 

H-C0s9C0St  I -t- COSO  COSip 

ces  formules  ne  sont  point  contradictoires,  puisqu’on  en  tire 
cos’w  -t-  sln’ai  = i;  on  en  déduit  aussi  sans  difficulté 


. • . ' J SWBf/v 

tang- » = tang- 9 tang-<p,  «w= ; , 

a a "a  i-(-cos9cosy 

et  l'on  voit  que  si  « varie  de  o à ajr,  y variera  lui-même  de  o 
à air. 

Si  l’on  substitue  dans  la  formule  ( i)  les  valeurs  précédentes 
de  cosM  et  de  du,  et  que  l’on  profile  de  l’indélerminaiion  de  0 
pour  faire  disparaître  la  première  puissance  de  cos  y sous  le 
radical,  il  viendra 


S = - rsinG  A'-j- /'){n-cos'ô)  — 4':/cos0 

Jo  (i-i-cos9cosy)’  ^ 
en  posant,  pour  abréger. 


i ^ ( A’-f-  r’ — /*)  sin*9 

a a (r  -t-  A' -!-/■)(  I -H  cos'O)  — 4*/  t’osû 


quant  à l’angle  0,  il  est  déterminé  par  l’équation 

/rcos’O  — (r’-i-A*-i- /’)  cosO -f-/r  = o, 
d’où  Ton  lire 

cl 

I — eosO v'/j’-t-  (r — /)’ 

I -f-  rosO  “ 
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Il  esl  aisé  de  voir  que  les  radicaux  — /)•  et  ( r-hf)' 

représentent  les  valeurs  des  arêtes  SA  et  SA'  situées  dans  le 
plan  principal  ; si  donc  on  désigne  ces  arêtes  par  a et  a',  on  aura 


(’) 


I — cos9 

■+-  CüSÔ 


-Jï  cosfl 

oc 


tang 


on  peut  exprimer  h et/ en  fonction  de  ces  mêmes  génératrices 
et  du  rayon  r,  il  vient  ainsi 


(3) 


S = ar  v^aa' 


«a-  n 

( a H-  a'  )>  Jo 


( I + COs9  C0S<p)’  ' 


et  l’expression  de  /r’  est 

• a»+a'»-4y^^  . 4r' 

a 4 ^ 4*â^ 

Si  du  sommet  S du  triangle  SAA'  on  mène  à la  base  AA'  une 
oblique  SA''  = SA,  il  est  clair  que  l’on  aura  A' A' =2/,  et  si 
l’on  désigne  par  2)1  l’angle  en  S dans  le  triangle  SA' A",  on  . 
aura 

4/*=  a’+  a'’ — 2aa'  C0S2>, 

et'par  conséquent 

(5)  A’=-  — - cos2>  = sin’X. 

22 


Pour  ramener  l’expression  de  S à la  forme  ordinaire  des  fonc- 
tions elliptiques,  multiplions  les  deux  termes  du  coefficient 
de  dif  par(i  — cos9cosÿ)’,  il  viendra 


(6) 


I I , — ; 2 coi'9  — cot’9 sin’f  ) v^i — /l’sin’o  , 

I ~ 2 *" '* ‘‘*  (i -f-coî’9sin’Ÿ)’ 


— ;COs9  r'’  v^i  — /i’ sin’ç  cosy  r/ç 
sin'9^lg  (1  4- col’9  sin’if/ 


La  seconde  de  ces  intégrales  peut  s’exprimer  par  des  arcs  de 

cercle;  cjr  si  l’on  pose 

, n sino 

lang'l»  = vA’-l-  coi’O  -~===^> 

V I — h’  sin’» 

d’où 

sin-i 

sinB=  ■ ■ 

v'A’4-coI'9  cos-'Ÿ' 


Digilized  by  Google 


ET  UE  CALCUL  LTr^GRAL. 


'97 


il  vient 


sine 

Jo  (i +Cüre  sin’^j’  2y/,__(,_/,i)sin>6\  » j 


’)sin’ 


Il  faut  remarquer  que  tang|  ne  peut  être  inilnie,  en  sorte  que 
si  l’on  fait  varier  y de  o à a»r,  >ji  devra  rester  entre  les  limites 

— Quand  ç croît  de  o à | croit  de  o jusqu’à  la  li- 


mite iji'  donnée  par  la  formule  tangij<'=  ■ quand  ^ 

Vi  — A’ 

croit  de  - à 3 - » I décroît  de  jusqu’à  — 4>';  enfin  quand  7 


croit  de  à air,  l’angle  ij<  croit  de  — ij>'  jusqu’à  zéro.  Il  résulte 

de  là  que  notre  intégrale  s’annule  pour  iy  = air,  ce  que  l’on  re- 
connaît d’ailleurs  à priori. 

La  première  intégrale  de  la  formule  (6)  peut  être  simplifiée 

en  lui  appliquant  le  procédé  de  l’intégration  par  parties,  mais 

on  parvient  plus  vite  au  résultat  en  développant  la  différen- 

. . sin®cos»v^i  — sin’® 

tielle  de  1 expression  — ^ J : on  trouve 

i-f-cot’8sin’® 


POV  9 d s'nycosT  v’i— A-sin»y 
I -1- cot’9  sin*Ÿ 

i-f-acot’O  — cot’àsin*®  , . . 

= (.-Hcot»9sin>)- 

df 


sin’y  rf<p 


sin'9  (1  4.  cot’6  sin’^)  1 — A’  sin’ç  ^1  — A’sin’ç 
d'uù,  en  intégrant, 


X 


''(i  -H  acot’O  — col’O  sin’ip)  1 — A‘’sin’Ÿ</y 
(i-t-col’Osin’y)’ 


= coi’9 


sinç  cosy  ^1  — A’  sin’y 


I -h  eut'?  sin’<p 

^ sin’(f</i)>  ^ I 

v'i— A'sin’»'^^®/  (i- 


dj 


■cot’9sin’i)i)  v^i — Â*sin’(|» 
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Si  l’on  pose,  comme  préccdemmenl, 


F(y,  A)=  E(î,/r)=/ 

Jo  V>  — /•’sin’^.  Jo 

cl  que  l’on  fasse  aussi,  avec  Legendre, 

. /’’’ 

n (»,  A-,  coi’6)  = I : —-=====.» 

(i  + col’O  sin’f  ) v^i — A’sin’ç 


l’expression  préoédenie  de  S deviendra 


Il  , — - cot'O  sin»  cos®  v^i  — A'’  sin’? 

S = -rVaa'  

L « 


(7) 


coi’fl  sin’y 

E( î,  A )-F {?,  A )-^  n ( f,  Ar,  coffl )] 


■-r\ja.OL' — 

* cosOvi  — ( 


sinô  • ,\ 

U-H-sinai}.  ); 

—AMsin’e  \ a / 


la  fonction  n qui  figure  dans  celte  formule  a clé  nommée  par 
Legendre/ortf/ion  elliptique  de  troisième  espèce. 

Si  l’on  veut  avoir  l’aire  totale  S,  du  cône,  il  faut  faire  w = air, 
ce  qui  donne  ç = aw  et  ')(  = o;  il  est  évident  en  outre  ^’il 

suffira  de  remplacer  <p  par  ^ dans  les  fonctions  E,  F,  n,  pourvu 

que  l’on  quadruple  le  résultat.  Désignant  alors  par  E, . F,,  n. 

les  valeurs  de  E,  F,  n pourç  = ^»  on  aura 


(8)  S,=  zrs/aa  j^E.(A-)  — col’6)J, 


formule  dans  laquelle  figurent  les  trois  fonctions  elliptiques 
Ei,  F,,  n.,  cl  qui  est  plus  compliquée  que  celle  qui  donne 
l’aire  de  l’ellipsoïde.  On  peut  exprimer  n,  en  fonction  des 
transcendantes  E et  F;  mais  nous  renverrons  pour  cet  objet 
au  Traité  de  Legendre  sur  les  fonctions  elliptiques.  Dans  le 

cas  du  cône  droit,  on  a a'=  a,  A = o,  cos 6 =0,  6=  -»  cl  les 
fonctions  E, , F,,  ii,  se  réduisent  à la  formule  (8)  donne  le 
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Sur  quelques  intégrales  définies, 

3V.  Nous  nous  proposons  ici  d’ajouter  quelques  mots  à ce 
que  Lacroix  a dit  sur  cet  objet,  en  nous  bornant  à faire  con- 
naître quelques  intégrales  définies  qui  se  rencontrent  fré- 
quemment dans  les  mathématiques. 

Considérons  les  différentielles 

e~"  coibxdx,  e-**s,\nbx  dx'. 


en  les  ajoutant  apres  avoir  multiplié  la  seconde  par  \j — i,  on 
obtient  la  différentielle 


dont  l’intégrale  est 

hV—\) M 

__  4-  constante 

a — b\>  — I 


ou 


— {a — b^ — I 

n’-(-  b' 


-4-  constante; 


on  aura  donc 


cusbxdx  z=z 
sin  bxdx  = 


(rt  cos  bx-\-b  sin  bx)  er' 
«M-fê 

(rtsin  bx  — tcos  bx)e~* 


-f-  constante, 
-I-  constante. 


Supposons  que  a soit  positif,  et  prenons  les  intégrales  entre 
les  limites  o et  qo  , on  aura 


(') 


j: 


e~“''COS  bxdx  ■■ 


a r = 


e— “sin  bxdx  = ■ 


a'  - 


Si  l’on  multiplie  la  première  formule  par  db  et  qu’on  l’in- 
tègre ensuite  de  Z»  = o à è = «,  on  aura,  par  la  règle  de  l'in- 


tégration, sous  le  signe  J 


Jo  Jo  «’-t-Z»' 
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si  l’on  fait  dans  le  second  membre  b = aa',  db—nd^',  il 
viendra 


Si  maintenant  on  fait  tendre  a vers  léro,  le  second  membre 
tendra  vers  la  limite 
donc 

(a)  - / dx  = \. 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  essen- 
tiellement discontinue  de  a;  il  est  égal  à i si  s est]>  o,  mais 
il  s'annule  évidemment  pour  « = o,  et  change  de  signe 
quand  a est  négatif.  Remplaçons  a par  a-+-6  et  par  a — b, 
a'et  b étant  positifs  et  a >>  6,  on  aura 


£ 


d a'  jr 

7j>  ou  arc  tangx  ou  on  aura 


■;  r 

^Jo 
2 r“sinff. 

^Jo 


sin  ox  cos/>.r  cosrt.r  sin  bx 


r cos  bx  — cos  ax  si  n bx 


dx=.i, 


dx  = i ; 


ajoutant  et  retranchant,  il  vient 


(3) 


Jf* ” sin  flr  cos  . 2 r®  sin  cosnj:  , 

- I — dx=o, 

0 ^ ^ Jo  ^ 


d'où  il  suit  que  l’intégrale 

’*  sin  ax  cos  62: 


-r 

" jü 


dx 


est  égale  à 1 ou  à zéro,  suivant  que  a est  >6  ou  <ib;  la  môme 
intégrale  se  réduit  à ^ dans  le  cas  de  4 = a,  à cause  de  la  for- 
mule (3).  Cette  propriété  de  l’intégrale  que  nous  considérons 
a été  utilisée  d’une  manière  remarquable  par  Lejeune-Dirichlet 
pour  la  réduction  des  intégrales  multiples. 

35.  Pour  montrer  une  application  des  formules  (3),  repre- 
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nons  la  deuxieme  des  équations  (i),  multiplions  ses  deux 

. cosbdb  . , . , * .1 

membres  par  — ^ — et  intégrons  ensuite  de  o = oa  6 = oo, 

il  viendra,  en  intervertissant  l’ordre  des  intégrations, 


f^e-^dx  f 

«/o  4/0 


* sin  bx  cos  b 


db 


-i: 


cos  b db 
a’ -h  b’  ’ 


. ...  . . /'"sintxcosfc  ,,  .... 

mais  I intégrale  l r db  est  égalé  a zéro  si  x est 

*,'0  ^ 

< I , et  égale  à ^ si  jr  est  > i ; on  a donc 

cos  bdb 


La  différentielle  e-"</xa  pour  intégrale  indcHnie > 

a 

et  le  premier  membre  de  la  formule  précédente  se  réduit  en 

TT 

conséquence  à - - — ; on  a donc 


3 a 


* a cos  bdb  n 


0 û’ 


—i • = — 

b>  2 


ou,  en  mettant  ax  au  lieu  de  b, 

, , , r * cos  axdx  K 

<<>  i 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  formule  ne  subsiste  que 
pour  les  valeurs  positives  de  a. 

Sur  l’intégration  des  différentielles  contenant  plusieurs 
variables. 


36.  Le  procédé  suivant,  dû  à Cauchy,  est  préférable  à celui 
que  Lacroix  a fait  connaître;  il  conduit  d’ailleurs  à une  consé- 
quence importante  dont  nous  ferons  usage  plus  loin. 
Supposons  qu’il  s’agisse  d’intégrer  la  différentielle 

Pdlr  + Qdy, 

G«  cd.  II.  i4 
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OÙ  P Cl  Q désignent  des  fondions  données  des  variables  in- 
dépendantes X,  y.  La  question  proposée  n’est  possible  que  si 
dP  dQ 

Ion  a \ nous  supposerons  donc  cette  condition  sa- 

tisfaite; on  verra  tout  à l’heure  qu’elle  est  suffisante.  S’il 
existe  une  fonction  u ayant  pour  différentielle  Pdx-\-  Qdy,  et 
que  G soit  une  constante,  la  fonction  « 4-  C aura  aussi  cette 
même  différentielle,  et  en  outre  toute  fonction  ayant  Pdx-h  Qdy 
pour  différentielle  sera  nécessairement  de  la  forme  « + C.  On 
peut  déterminer  la  constante  C par  la  condition  que  l’inté- 
grale M-f-C  s’annule  quand  on  fait  à la  fois  x = r,; 

désignant  donc  par  u,  ce  que  devient  u dans  cette  hypothèse, 
on  aura  Y intégrale  définie  u — u,. 

Cela  posé,  soient 


et  cherchons  à déterminer,  s’il  est  possible,  une  fonction  u 
ayant  pour  différentielle  Pdx-^Qdyei  s’annulant  poura:=a:„ 
y=.y,.  La  fonction  u,  considérée  comme  fonction  de  la  seule 
variable  x,  a pour  différentielle  ^{x,y)dx,  et  l’on  a en  consé- 
quence 


y)dx  -f-Y, 


Y étant  une  fonction  inco;inue  de  y qui  doit  s’annuler  pour 
.r  = y-  Si  l’on  dîfférentie  la  formule  précédente  par  rapport  à y, 
et  que  l’on  ait  égard  aux  égalités 


du 


dfi-*:,  y)  _d-^(x,  y) 
dy  dx 


on  trouvera 


’H 


dx 


dx  ■ 


d\ 

dy' 


ou,  en  effectuant  l’intégration  dans  le  second  membre. 
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Intégrant  cette  oernière  équation  de  manière  que  Y s'annule 
pour^  = /,,  on  a 

Y=r  ■^{x,,x)dy, 

•'■r, 

et,  par  conséquent. 


“=y'  t{x,x)dx-h  j ^[x„y)dy 

La  fonction  u déterminée  par  celte  équation  satisfait  aux  con- 
ditions du  probrèrne  et  l’on  voit  que  celui-ci  est  toujours  pos- 
...  . d^[x,Y] 

dy  dx 

37.  Dans  la  solution  précédente,  on  a commencé  l'inlégration 
par  rapport  à x,  mais  on  aurait  pu  commencer  par  intégrer 
relativement  à y,  et  il  est  évident  que  l’on  aurait  obtenu  par 
’cette  voie 


y,)dx. 


Les  deux  valeurs  de  « que  nous  trouvons  ainsi  sont  égales, 
car  elles  ont  même  différentielle  et  elles  s’annulent  l’une  et 
l’autre  quand  on  fait  x = x,  et  y=y„  On  a donc  identique- 
ment 


J'  f{x^)dx-hj’  •^{^;r)dy=J'  <f{x,y,)dx+ J ^[x, .>-)<//, 


et  si  l’on  donne  à x et  / les  valeurs  déterminées,  mais  arbi- 
traires X et  Y,  comprises  comme  x,  et  entre  les  limites  en 
dehors  desquelles  ?(x,/)  et  Kx,/)  cessent  d’être  continues, 
on  aura 

(0  r [f(*.Y)-ç(x,/.)]rfx=  r [,j,(X,/)— 4.(x„/)]rf/ 
Jx,  Jï, 

cette  formule  très-générale  a lieu  pour  deux  fonctions  quel- 
conques </{x,y)  et  '|'(x,/)  satisfaisant  à la  condition 


df(x,y)  _ d^lx,y) 
dy  dx 
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38.  La  méthode  précédente  est  applicable  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes.  Considérons,  par  exem- 
ple, l’expression 

f(x,y,z)dx  -^if{x,y,z)dy  ->ra[x,jr,z)dz, 
telle  que  l’on  ait  identiquement 


dtt[x,y,z) _d-if(x,y,z)  d<f(x,y,z)_du(x,y,z)  d-t({xy,z) _da{xy,z] 
dy  dx  dz  dx  dz  dy 

cherchons  à déterminer  une  fonction  u ayant  pour  différen- 
tielle l’expression  proposée  et  se  réduisant  à zéro  quand  on 
ta\l  x=:  x„  y = y„  Z = z„ 

Si  l’on  considère  u comme  fonction  de  x et  y seulement,  sa 
différentielle  sera 


f[x,y,z)dx-y^(x,y,z)dy, 
on  aura  donc,  par  ce  qui  précède. 


■!f{x„y,z)dy+ 


Z. 


Z désignant  une  fonction  de  z seule  qui  se  réduit  à zéro  pour 
Z = Z,.  Si  l’on  différentie  l’équation  précédente  par  rapport  à 
Z et  que  l’on  ait  égard  aux  conditions  écrites  plus  haut,  on 
aura 


a(x,y,z) 


< 


da{x,  y,  z] 


dx 


dx  ■+■ 


r 

dr. 


do(x„y,z) 

dy 


I a £j 

dr  + ^. 


dZ 

dz' 


ou 

f/Z 

d’où 


^ _ 

dz  ~ 


°[x„y„z) 


on  a donc 


et  Z 


= r*oi 


z)dz  ; 


it=f  f(z:,y,z 
Jx, 


x„y,  z 


)dz. 


Cl  l’on  aperçoit  bien  aisément  quelle  serait  la  formule  propre 
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au  cas  de  quatre  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  variables  indé- 
pendantes. 


Sur  les  fonctions  de  variables  imaginaires. 

39.  Soit  une  variable  imaginaire  z = x-t~x  x y 
désignant  des  quantités  réelles.  Si  l’on  exécute  sur  la  variable 
Z et  sur  des  constantes  réelles  ou  Imaginaires,  quelques-unes 
des  opérations  de  l’algèbre,  savoir  l'addition , la  multiplica- 
tion, la  division,  l’élévation  à des  puissances  entières  et  l’ex- 
traction des  racines  d’indices  entiers,  on  obtiendra  une  fonc- 
tion algébrique  F (z)  de  la  variable  z,  réductible  à la  forme 

o^^çet^!»  désignent  des  fonctions 
réelles  de  x,  y et  de  constantes  réelles.  Si  parmi  les  opéra- 
tions algébriques  qu’on  a exécutées  sur  z,  il  n’y  a point  d’ex- 
tractions de  racines,  la  fonction  F (z)  est  rationnelle  et  sa  va- 
leur est  bien  déterminée.  Dans  le  cas  contraire,  l’expression 
de  F (z)  renferme  des  radicaux,  elle  est  en  conséquence  sus- 
ceptible de  plusieurs  valeurs,  et  il  devient  indispensable  de 
définir  avec  précision  la  fonction  que  l’on  veut  représenter 
par  le  symbole  F (z).  Considérons  par  exemple  l’expression  z" 

dans  laquelle  m désigne  une  fraction  commensurable cette 

expression  prendra,  pour  chaque  valeur  de  z,  q valeurs  dis- 
tinctes. Si  l’on  pose 


z = X 


' — I =p  (cos  U -H  ^ — I sinu). 


le  module  p sera  complètement  déterminé,  quand  x exy  se- 
ront donnés,  et  la  môme  chose  aura  lieu  à l’égard  de  «,  si  cet 
angle  compris  entre  les  limites  — »r  et  -t-  tt  peut  approcher  au- 
tant que  l’on  voudra  de  la  limite  inférieure  sans  jamais  l’attein- 
dre. Cette  restriction  est  nécessaire,  car,  en  la  négligeant,  on 
aurait  pour  y = o les  deux  valeurs  » = — ir  et  « =-(-  r.  Cela 
posé,  toutes  les  diverses  valeurs  de  l’expression  z"  seront 
données  par  la  formule 


z"  = p"  [cos m (w -h 2 Arn) -H  V — i sinm  (w  -H  2 /r  «■] 

= p''(cosmw-|-\/— isin  m o>)(cos2m  f(Tz  + \/—i  sina  w/ik)» 
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en  désignant  par  k un  entier  qui  peut  recevoir  les  q valeurs 

O,  I,  ^,...{,q — I ).  L’expression  2"  peut  donc  donner  naissance 

à q fonctions  distinctes  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  un 
facteur  constant,  et  en  posant 


Z"  = (cos  m O)  4-  V — • sin  m I ), 

on  aura  la  plus  simple  des  fonctions  bien  déterminées,  suscep- 
tibles d’être  représentées  par  le  même  symbole  2". 

Nous  ne  pourrions  ici,  sans  sortir  des  limites  que  comporte 
celte  Note,  entrer  dans  plus  de  détails  au  sujet  de  l’importante 
question  que  nous  venons  d’effleurer;  on  pourra  consulter  à 
cet  égard  les  travaux  de  Cauchy  sur  cette  matière,  et  un  beau 
Mémoire  de  M.  Puiseux  inséré  dans  le  tome  XV  du  Journal  de 
M.  Liouville. 

Après  les  fonctions  algébriques  viennent  les  fonctions  trans- 
cendantes; chacune  de  celles  qu’on  veut  introduire  en  analyse 
doit  être  définie  avec  précision.  Considérons  la  série 


a,  rti  2 -f-  a,  2’  -f-  . . . + a„  Z'  , 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  2 ; si  l’on  pose 

Z = p(cos» 4- — I sinw),  a.  = a„ (cos y.-t-  \/ — 1 sin»„), 
et  que  les  deux  séries 

a,  cos  f,  + a,  f>  cos  ( w 4-  ? i ) -4-  a,  p’  COS  ( 2 w 4-  ç,  ) 4-  . . ., 

O, sin  f,  4- «1  P sin  ( w 4-  (j, ) 4-  sin  ( 2 m 4- 

soient  convergentes  pour  certaines  valeurs  de  p et  de  u,  la  sétie 
en  2 sera  convergente  entre  les  mêmes  limites  et  la  somme 
F(2)vers  laquelle  elle  converge  pourra  être  considérée  comme 
une  fonction  de  2;  la  fonction  dont  il  s’agit  est  alors  définie  par 
la  formule 

F(2)  = a,4-rti24-fl.2’4-.. 

c’est  de  cette  manière  que  nous  avons  procédé  plus  haut  pour 
définir  les  fonctions  e*,  cos  2,  sin  a. 

Enfin,  en  exécutant  les  opérations  de  l’algèbre  sur  des  fonc- 
tions déjà  définies,  on  en  obtiendra  de  nouvelles;  telles  sontles 
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fondions  tang  z,  coiz,  séc  z.cosécz,  doninous  nous  sommes 
occupé  au  n“  15. 

Quant  aux  fonctions  inverses  log  z,  arc  sin  z,  ... , elles  se 
trouvent  exprimées  par  des  symboles  à valeurs  multiples,  et 
on  doit  leur  appliquer  la  remarque  que  nous  avons  faite  à l'oc- 
casion des  fonctionsalgébriques  non  rationnelles.  Par  exemple, 
les  diverses  valeurs  de  log  z sont  données  par  la  formule 

log  z = log  P -f- ( M 4- 2 A- JT  ) 

où  l’on  peut  toujours  supposer  « compris  entre  — w et  ir,  et 
en  posant 

log  z = log  P + « ^ — I» 

on  aura  la  plus  simple  des  fonctions  bien  déterminées  suscep- 
tibles d’être  représentées  par  la  notation  log  z. 

Les  fonctions  algébriques  non  rationnelles  et  les  fonctions 
log  z,  arc  sin  z appartiennent  à la  classe  des  fonctions  im- 

plicites U déterminées  par  une  équation  telle  que 

F(h,z)  = o, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  bien  déterminée  des 
deux  variables  z et  m et  irréductible  à la  forme  u — f{z),f{z) 
étant  une  fonction  bien  déterminée.  Cette  équation  peut  ad- 
mettre, pour  chaque  valeur  de  z,  un  nombre  fini  ou  infini  de 
racines  «,  qui  varient  avec  z;  mais  pour  pouvoir  considérer 
l’une  de  ces  racines  u en  particulier  comme  une  fonction  de  z, 
il  est  nécessaire  de  la  distinguer  avec  soin  des  autres  racines 
dont  quelques-unes  peuvent  devenir  égales  à celles  que  l’on 
veut  étudier,  pour  certaines  valeurs  particulières  de  z. 

&0.  La  définition  de  la  continuité  donnée  au  n"  1 est  appli- 
cable aux  fonctions  d’une  variable  imaginaire.  Ainsi  : 

Une  fonction  bien  définie  f(z)  de  la  variable  z = 
est  dite  continue  pour  les  valeurs  dez  dont  les  parties  réelles 
sont  comprises  entre  x,  et  X,  et  les  coefficients  de  i entre 
y,  et  Y,  lorsque,  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  z,  le  "nodule 
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OU  la  valeur  numérique  de  la  différence 

décroît  indéfiniment  en  même  temps  que  le  module  de 
c'est-à-dire  devient  infiniment  petit  avec  à z. 

On  voit  par  celte  définition  que  les  fonctions  entières  sont 
continues  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  la  fonction  e*  est 
egalement  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z,  car  on  a 
(n»  15) 

«*■•■**  — e*  = e'  (e** — • ) = e‘  4-  . . > 

et  il  est  évident  que  le  facteur  entre  parenthèses  devient  infi- 
niment petit  avec  ; la  meme  chose  a lieu  à l’égard  des  fonc- 
tions cos  z et  sin  z,  qui  ne  sont  autre  chose  que  des  sommes 
d'exponentielles. 

Les  fonctions  rationnelles  non  entières,  et  les  fonctions 
lang  z,  col  z,  séc  z,  coséc  z,  ne  deviennent  discontinues  qu’en 
passant  par  l’infini. 

Mais  il  n’en  est  pas  de  même  à l’égard  des  fonctions  irration- 
nelles, et  comme  la  continuité  joue  le  rôle  principal  dans  le 
développement  des  fonctions  en  séries,  il  est  nécessaire  de  bien 
fixer  les  idées  à cet  égard  en  étudiant  complètement  un  cas 
très-simple. 

Ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit,  la  variable 


z — x-\-y  v^— I = P ( cos  6>  sin  U j 

peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  en  se  bornant  à don- 
ner à P les  valeurs  comprises  entre  o et  co  , et  à » les  valeurs 
comprises  entre  — jt  et  -t-n.  D’après  cela,  une  fonction  conti- 
nue de  z doit  varier  par  degrés  insensibles  avec  p et  *>,  et  en 
outre, si  t désigne  un  angle  réel  infiniment  petit,  la  différence 
des  valeurs  que  prend  la  fonction  pour 

z =p  [cos  ( — TT  -f-  ï)  -I-  \/ — I sin  (— ir  -f-  c)] 

et 


z = p[  COS{:r  — «)  4-  v/—  I sin  (;r  — t)] 


doit  être  infiniment  petite,  puisque  la  différence  de  ces  valeurs 
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de  Z,  savoir  apy^— i sim  est  elle-même  inflnimenl  petite;  il 
est  évident  que  réciproquement  ces  deux  conditions  assurent 
la  continuité.  On  voit  sans  peine  que  la  seconde  condition  peut 
être  exprimée  en  disant  que  la  fonction  considérée  prend  des 
vaieurs  égales  pour  u=  — it  et»  = +«. 

Cela  posé,  considérons  l’expression 

(i-hz)r. 

où  ni  désigne  une  fraciif  n commensurable  dont  le  dénomina- 
teur est  supérieur  à i ; «i  l’on  fait 

z = P (cos  a>  + \/ — I sinw),  I -f-  a = r(cos|  -4-  v^—  i sin  il<). 


^{|  étant  assujetti,  de  même  que  w,  à rester  entre  les  limites 
— »r  et  -t-  »r  sans  jamais  atteindre  la  limite  inférieure,  on  aura 

rcosiJi  = i -hpcosM,  fsin^=psinM, 

d’où 


r = y^i  2 P cos  w -I-  p',  COSi](  = 


■ocosw  , , psint.. 

» sin  -i  = » 

■*  ' ■* 


équations  qui  déterminent  complètement  le  module  r et  l’ar- 
gument D’après  cela,  les  valeurs  de  l’expression  (i-f-a)" 
seront 


r"  (cos  + — I sinmi|()  {cos  a mkn  + ^ — i sin  a m/i  v), 

le  étant  un  entier.  On  peut  prendre  pour  définir  la  fonction 
que  nous  vouions  considérer,  l'équation 

( 1 a )"  = r"  (cos  m i sin  m iî<  ), 

cl  je  dis  que  cette  fonction  sera  continue  tant  que  le  module 
de  Z sera  inférieur  à i,  tandis  que  si  ce  module  prend  des  va- 
leurs supérieures  à i,  la  fonction  pourra  devenir  et  deviendra 
cffeeiivemenl  discontinue. 

En  effet,  les  formules  précédentes  montrent  que  r,  cosi}>, 
sin  i|<,  et  par  suite  varient  par  degrés  insensibles  si  p et  w 
varient  elles-mêmes  par  degrés  insensibles,  eleela  quelles  que 
soient  ies  valeurs  que  l’on  attribue  à p;  mais  si  p est  inférieur 
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à I,  on  voit  que  cos  est  toujours  positif,  d’où  il  suit  que^Il 

reste  compris  entre  — ^ et  -t-  et  comme  on  a sin  ^{<  ==  o pour 

» = ±JT,  l’angle  s’annule  pour  u = — ir  et  pour  w :j=  + 7r.  On 
voit  par  là  que  la  fonction  (i  -t-s)"  varie  par  degrés  insensibles 
avec  P et  w;  elle  a d’ailleurs  la  môme  valeur,  p restant  le  même, 
pour  w = — ir  et  pour  « = + n,  donc  elle  est  fonction  continue 
de  Z. 

Supposons  maintenant  que  z prenne  des  valeurs  dont  le 
module  soit  supérieur  à i . Si  l’on  donne  à u les  valeurs  — (n—t) 
et  +{ir  — t),  I étant  un  infiniment  petit,  puis  que  l’on  fasse 
tendre  i vers  zéro,  dans  l’un  et  l’autre  cas  cos^J<  tendra  vers 
la  limite  — I,  et  sin'}>  vers  la  limite  zéro;  mais  dans  le  premier 
cas  sin  ^|/  atteint  sa  limite  en  passant  par  des  valeurs  négatives, 
tandis  que  dans  le  second  cas  le  sinus  est  positif  avant  d'arri- 
ver à sa  limite;  il  s’ensuit  évidemment  que  l’on  a il»  = — n 
pour  w = — TT  et  i{i  = -f- ir  pour  6)  = 4-n.  Par  conséquent  la 
fonction  ( I-+- 2 )■  prend  pour  w = — tt  et  pour  « = + w deux 
valeurs  dont  la  différence  est  a r"  sin  mir  \/ — i ; cette  différence 
ne  se  réduit  à zéro  que  si  m est  un  nombre  entier,  donc  dans 
tout  autre  cas  la  fonction  est  discontinue. 

Lesmêmes  considérations  font  voir  que  la  fonction  log(i  -t-z) 
reste  fonction  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z dont  le 
module  est  inférieur  à i,  mais  qu’elle  devient  discontinue  lors- 
que z prend  des  valeurs  dont  le  module  surpasse  l’unité. 

M.  La  définition  des  dérivées  relative  au  cas  d’une  variable 
réelle  est  applicable  si  la  variable  devient  imaginaire;  on  aura 
donc,  par  définition. 


/'(z)=  lim 


f{z-^-^z)-f(z) 


lim/(-y+TV^— ' -h  &r\/ — i) — /(  r-j-ry/— I ) 

Ar  \J—  I 


lorsque  Az  = Aar  -+-  Aj  y/ — i tend  vers  zéro,  ce  qui  exige  que 
Ax  et  Aj  tendent  simultanément  vers  zéro. 

On  dit  qu’une  variable  est  fonction  de  plusieurs  autres,  lors- 
qu’elle prend  une  valeur  déterminée  quand  on  attribue  à cclles- 
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ci  (les  valeurs  délerminécs.  Parlanl  de  celle  définilion,  Cauchy 
a considéré  loule  fonclion  if{x,jr)  des  deux  variables  réelles 
X et  y comme  une  fonclion  de  x ou  de  z.  La  déri- 

, do(x,y) 
vee  — savoir 

QZ 

d<^{x,r)  _ ?(x,r) 

dz  ^x  + — 1 • ’ 


est  alors  généralement  indéterminée  et  sa  valeur  dépend  de  la 

lilinile  ^ vers  laquelle. converge  le  rapport  — quand  Ax  el 

Aj  tendent  vers  zéro.  A ce  point  de  vue,  il  y a lieu  de  distin- 
guer les  fonctions  en  deux  classes,  suivant  qu’elles  ont  une 
dérivée  unique  ou  une  infinité  de  dérivées;  nous  nous  bor- 
nons à indiquer  cette  conception,  dont  nous  ne  chercherons  à 
tirer  aucune  conséquence. 

Les  règles  de  la  différentiation  des  fonctions  algébriques 
n'ont  à subir  aucune  modification,  lorsque  la  variable  devient 
imaginaire;  il  s’ensuit  que  ces  fonctions  ont  des  dérivées  dé- 
terminées. La  même  chose  a lieu  à l’égard  des  fonctions  ex- 
ponentielles, logarithmiques  ou  circulaires,  car  les  règles  rela- 
tives à ces  fonctions  reposent  uniquement  sur  ce  fait,  que  les 

e*  — I sin/i  , ....  . , J 

expressions  — r — > — r—  tendent  vers  1 unité  quand  h tend 


vers  zéro,  et  cela  résulte  immédiatement  des  définitions  ‘des 
fonctions  e'  et  sinz  pour  une  variable  imaginaire  z.  On  voit 
donc  que  toutes  les  fonctions  composées  avec  les  fonctions 
élémentaires  de  l’analyse  auront  une  dérivée  unique  détermi- 
née, et  dans  ce  qui  va  suivre  nous  ne  considérerons  que  de 
telles  fonctions. 

• 

42.  Soit  f[z)  une  fonclion  delà  variable  z =xy-y\l — i,  con- 
tinue entre  certaines  limites  et  ayant  pour  dérivée  f{z);f(z) 
peut  être  considérée  comme  une  fonclion  de  x et  de  y,  et  l’on 
aura 


df{z) 

= lim^ 

dx 

à X 

A Z 

= lim 

dr 

A Z 

1 • ^ " cil 


I • ^ ^ a ! \ 

lim  -—=f'(z)- 

\y  Il 


dx^ 

dz 

dr 
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d’ailleurs 

dz  dz  I 

di  = ''  d^=^' 

donc  on  a 

dx  ay 

SI  l’on  remplacez  par  x+y  \J — i dans/(z),  et  que  l’on  fasse 

f(z)  = <^(x,jr)+^'^\(x,y), 

f et  i|i  désignant  des  fonctions  réelles,  l’équation  précédente 
devient 


et  elle  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 

df  d^  d’if 

dx  dy'  • dx  dy 

qui  indiquent  que  les  expressions 

f{x,y)dy-y^{x,y)dx  et  <f(x,y)dx — ■t/{x,y)dy 

sont  des  différentielles  exactes.  Mais  si  l’on  fait  la  somme  de 
ces  expressions  après  avoir  multiplié  la  première  par  i,  on 
trouve 

[?{•»./) + 'K [dx-ydy<f^)=f(z)dz, 

d’où  il  suitque/(z)rf2  est  la  différentielle  exacte  d’une  fonc- 
tion des  deux  variables  a:  elj;  en  d’autres  termes,  la  différen- 
tie!le/(z  ) rfz  admet  une  intégrale  lorsque  z est  imaginaire, 
comme  lorsque  z est  réelle. 

43.  Supposons  que  la  fonction /(z)  reste  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  z dont  le  module  p est  compris  entre  o 
et  une  limite  R.  Remplaçons  z par  p (cos  « -h  — i sim»)  ou 
P dans  l’expression  f[z)dz,  on  aura 

f{z)dz=f{p  6'““^ ) ^P  -I-  v/=T/( P P rf «, 

= (f  ( p,  U ) f/p  -t-  l{l  { p,  w ) (/  w. 
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Cette  expression  étant  une  différentielle  êxacie,  on  aura  pat 
la  formule  ( i ) du  n'’  37 

ç(p,—Tr)]</p=  I — «)]</«; 

O — n 

mais  comme  la  fonction  /(a)  est  supposée  continue  pour  tout 
module  de  a inférieur  à R,  on  a ? (p, -f- w)  = y(p, — ir)  et  le 
premier  membre  de  la  formule  précédente  se  réduit  à zéro.  En 
outre,  ^(o,  u)  est  nul,  puisque  la  fonction  ^ contient  p en 
facteur;  on  a donc  simplement 

'{i(R,*>)rf6>  = o,  ou  J Re"*^y(R«“*^)dM=o, 


ou  encore 

(0 

la  valeur  de  Z étant 

(») 


Z/(Z)</*>  = o, 


Z = Re“*^, 


et  cette  formule  (i)  suppose  seulement,  nous  le  répétons,  que 
la  fonction /(a)  reste  continue  pour  les  valeurs  de  a dont  le 
module  est  inférieur  à R,  la  continuité  étant  entendue  comme 
nous  l’avons  expliqué  plus  haut. 

Désignons  maintenant  par  F (a)  une  fonction  qui  reste  con- 
tinue pour  toutes  les  valeurs  de  a dont  le  module  est  inférieur 
Il  R,  et  par  x une  constante  réelle  ou  imaginaire  dont  le  mo- 
dule soit  lui-mémo  compris  entre  o et  R,  la  fonction 


(3) 


/(2)  = 


F(a)-F(a:) 


restera  continue,  comme  F{ a),  pour  toutes  les  valeurs  de  a 
dont  le  module  est  inférieur  à R;  il  ne  saurait  effectivement 
se  présenter  de  discontinuité  qu’au  moment  où  a atteint  la  va- 

F ( TC-\-  h ] ” F { .37  ) 

leur  a:  ; la  fonction/];  a ) prend  alors  la  valeur  lim  — ^ ^ ! — - 

ou  F' (a:),  quantité  qui  est  nécessairement  finie,  d’après  notre 
hypothèse,  comme  on  va  le  voir  tout  à l’heure.  En  appli- 
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quant  la  formule  (i)  à la  fonction  f[z)  dérinic  par  l’équa- 
tion (3),  U vient 


Z 


[F(Z)  — F(x)]rfu  = o, 


ou 


(4) 

Mai: 

(5) 


Mais  on  a 
Z 


X X’ 

Z-x~''^Z'^Z' 


ZI^—'  Z''  Z — X 


d'où 


x/*  I ^-t-îT  — 
R? 


— I 


rf«+—  1 - — 

RmJ_x  Z — 


Z — 


comme  le  module  de  x est  inférieur  à R,  il  est  évident  que  le 
dernier  terme  du  second  membre  tend  vers  zéro,  quand  jx 
augmente  indéfiniment;  en  outre,  le  premier  terme  est  égal 
à an  et  tous  les  suivants  sont  nuis;  il  résulte  de  là  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  ( 4 ) se  réduit  à a n F ( x ),  et  l'on  a 
en  conséquence 


(6) 


F(X); 


F(Z)<f«. 


Pour  établir  celle  formule,  nous  avons  admis  que  F'(x)  ne 
pouvait  être  infinie  pour  une  valeur  de  x dont  le  module  est 
inférieur  à U;  nous  allons  actuellement  le  démontrer.  Suppo- 
sons que  F'(x)  puisse  cire  infinie  pour  diverses  valeurs  de  x 
dont  les  modules  soient  compris  entre  o et  R et  soit  ae**'-' 
celle  de  ces  valeurs  iiui  a le  plus  grand  module.  La  foi^ 
mule  (6)  subsistera  sans  difficulté  pour  les  valeurs  de  x dont 
les  modules  sont  compris  entre  a et  R,  et  en  la  différen- 
liant,  on  aura  encore 


il) 


Donnons  à x dans  celle  formule  rargunicni  a cl  faisons  tendre 
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le  module  de  celte  variable  vers  la  limite  a;  le  second 
membre  restera  évidemment  fini  et  tendra  vers  une  limite 
déterminée;  par  conséquent,  le  premier  membre,  qui  est 
toujours  égal  au  second,  tendra  vers  la  môme  limite  et  ne 
pourra  devenir  infini,  comme  on  l’a  suppose. 

II  résulte  de  là  que  la  formule  (6)  exige  seulement  que  le 
module  de  x soit  inférieur  au  module  R. 


Formule  de  Maclaurin. 


Cauchy  a tiré  de  la  formule  ( 6 ) le  beau  théorème  suivant  ; 
La  fonction  F ( x ) sera  développable  en  série  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  si  le  mo- 
dule de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  x conserve  une  va- 
leur inférieure  à celle  pour  laquelle  la  fonction  Y (x)  cesse 
d'étre  continue. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  remplacer  dans  la 

2 

formule  (6)  du  numéro  précédent  ^ — par  sa  valeur  tirée  de 

la  formule  ( 5 ),  il  vient  alors 


(I) 


F(x)=—  r F(Z)^/«+x—  f + 

. I F(Z)  , U « Z F(Z)  , 

•hx'^  — I — ! — da  + X'  I s i — -da, 

Z/— I Z'* 

Le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  quand  augmente 
indéfiniment,  car  ce  terme  est  égal  à 

I x/*  * Z -^u^yCrr , 

I T, F(Z)e  ^ da\ 

Z-x  ^ ’ ’ • 

le  facteur  ^^j'“tend  vers  zéro  et  l’intégrale  que  multiplie  ce 
facteur  conserve  une  valeur  finie.  On  a donc 

La  formule  (a) démontre  le  théorème  énoncé,  la  formule  ( i ) 


Digitized  by  Google 


ai6 


NOTE  SCR  LC  CALCUL  DIFFénENTIEL 


donne  en  outre  l’expression  du  reste  quand  on  s’arrête  à un 
terme  quelconque. 

Cela  posé,  si  l’on  différentie  n fois  l’équation  (6)  du  numéro 
précédent  par  rapport  à a:,  on  obtient 


(3) 


rf*  F ( ) 
dx* 


= F"(x) 


.2...n 


Z 

(Z  — jr)"+' 


F(Z)rf<-; 


en  faisant  a:=-odans  cette  formule,  ainsi  que  dans  la  for- 
mule (6)  du  n”43,  il  vient 


(4i 


F(o)  = 


F(Z)rf<-, 


F'(o) 

1 . 2. . .n 


F(Z) 


da, 


et,  au  moyen  de  ces  équations,  la  formule  (2)  devient 
(5)  . F(ar)=F(o)-f-^F'(o)-»-^F''(o)-t-..., 


ce  qui  n’est  autre  chose  que  la  formule  de  Maclaurin. 


CoROLLAiBE.  La  dérivée  d’im  ordre  quelconque  de  la  fonc- 
tion F { ) est  développable  en  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x,  tant  que  cette  fonction 
est  elle-même  développable  de  cette  manière. 

Effectivement,  si  l’on  différentie  n fois  par  rapport  à x la 
formule 


Z — X ' 


on  aura 


Z"+' 


X x'  x>^ 

/i-f-ix  _ (n-4-i)(n-+-2)x’ 
. _ 


(Z  — x)"'*"'  I Z 1.2 

formule  dont  le  second  membre  est  encore  une  série  conver- 
gente et  qui  n’est  au  surplus  que  la  formule  du  binôme  pour 
le  cas  d’un  exposant  entier  et  négatif.  Si  l’on  multiplie  les 


deux  membres  par 


F(Z) 


d»  et  qu’on  intègre  ensuite  de 


« = — ir  à U = -i-jr,  on  aura,  par  la  formule  (3), 
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OU,  à cause  des  formules  (4), 

F*(x)  = F-(o)-t-y  F-*-(o)4--j^F*+»(o) +••••  . . 

Remarque.  Dans  la  démonstration  de  ce  corollaire,  nousavons 
fait  usage  du  théorème  suivant  : Si  u„  u„  u,,...,  sont  des 
fonctions  d'une  variable  téelle  u et  que  pour  les  valeurs  rfe  « / •. 

comprises  entre  v,  et  w,,  la  série  converge 

Jeu.  eu, 

I u,du-h  I 

U,  «/(.>, 

convergera  vers  la  limite  j '«</*>.  Le  cas  où  les  termes 

Ju, 

de  la  série  sont  imaginaires  se  ramène  immédiatement  au 
cas  où  ces  termes  sont  réels;  il  suffit,  en  effet,  de  con- 
sidérer à part  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires. 

Cela  posé,  soit  R,  le  reste  de  la  série  «i-t-.-.  dont  tous 
les  termes  sont  réels,  on  aura  «=«, -t-«, -t-H. et 

Jeu,  eu,  eu,  eu, 

I udt»=  I u,dtà-\~. . I u,.^,du+  I li.du.  Soit 
R',  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  que  prend  K.  quand  w 

Je  u, 

' R,  (ftü  sera  moindre 
que  R',  (w, — w,),  quantité  qui  s’annule  pour»  = x;  donc 

Jeo‘, 

' R.</«  tend  vers  zéro  quand  n augmente  indéfiniment. 

V5.  Les  fonctions (i  -4-  z)"  et  log  {i  + z)  déflniescommenous 
l’avons  fait  plus  haut,  étant  continues  pour  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à 1,  on  aura  pour  ces  valeurs 

, , m m{m  — i ) , 

(i4-z)-=r  I 5— -is’-4-..., 

' I 1.2 

1 / , a a’ 

log(,-f-a)  = ---+  3 ...; 


sera  moindre 


nous  avons  démontré  précédemment  cette  dernière  formule 
en  faisant  usage  de  considérations  particulières  à la  fonction 
log(i  +z). 

Les  fonctions  e‘,  cos  z,  sin  a,  restent  continues  pour  toutes 
6'  «d.  II.  ,5 
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les  valeurs  de  z,  donc  elles  sont  toujours  développables  en  sé- 
ries convergentes;  mais  il  faut  remarquer  que  ces  développe- 
ments en  séries  sont,  pour  nous,  l’expression  même  de  la  défi- 
nition des  fonctions  dont  nous  parlons  ; il  n’y  a donc  au- 
cune conséquence  à tirer  relativement  à celles-ci.  11  y aurait 
lieu  à un  théorème  concernant  la  fonction  c',  par  exemple,  si 
l’on  prenait  pour  définition  de  e*  l’équation 

^ ^ — , e*sin^'. 

Les  fonctions  î — » - col  - ne  cessent  d’être  continues 

e* — I 1 a 

qu’en  devenant  inflnies,  la  première  pour  des  valeurs  de  z mul- 
tiples de  airy^ — I,  la  seconde  pour  des  valeurs  de  z multiples 
de  2ir;  donc  ces  fonctions  sont  développables  en  séries  conver- 
gentes pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z dont 
le  module  est  inférieur  à air. 

r i 

Les  fonctions  2^,  log  z,e*  sont  discontinues  pourune  valeur 
nulle  du  module  ; et  elles  ne  sont  développables  en  séries  or- 
données suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  z, 
pour  aucune  valeur  de  cette  variable. 

Formule  de  Lagrange. 

46.  Soient  x une  constante  réelle  donnée,  / une  variable 
réelle  ou  imaginaire,  et  considérons  l'équation 

(l)  z = x + if{z), 

dans  laquelle  a désigne  une  inconnue  et  f(z)  une  fonction  con- 
tinue de  z indépendante  de  x et  de  /.  Cette  équation  aura  un 
nombre  limité  ou  illimité  de  racines  z suivant  que  la  fonction 
y (2)  sera  algébrique  ou  transcendante;  pour  t = o,  l’une  de 
ces  racines  se  réduira  à et  les  autres  deviendront  infinies. 
Pour  que  l’équation  (i) ait  deux  racines  égales,  il  faut  qu’elle 
soit  vériflée  en  même  temps  que  sa  dérivée  prise  par  rapport 
à 2,  savoir  ^ 

(a)  i = tf'(z), 
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el  en  éliminant  t entre  les  équations  ( i ) et  (a),  on  aura 


aig 


(3) 


fi^) 


Les  racines  de  cette  équation  (3  ) sont  indépendantes  de  t ; 

désignons-les  par  . . et  portons-les  suc- 

cessivement dans  l’équation  (2),  on  aura 


formules  qui  font  connaître  les  valeurs  qu’il  faut  attribuera  t, 
pour  que  deux  des  racines  de  l’équation  ( i ) soient  égales  entre 
elles.  Désignons  par  R le  module  de  celle  de  ces  valeurs  qui  a 
le  plus  petit  module,  il  est  évident  que  l’équation  (i)  n’aura 
point  de  racines  égales  tant  que  le  module  de  la  variable  t res- 
tera inférieur  à R,  et  par  conséquent  les  racines  de  cetic 
équation  ne  pourront  vérifier  l'équation  {2). 

Cela  posé,  je  dis  que  si  le  module  de  t reste  compris  entre 
O et  R,  les  racines  de  l’équation  (i)  varieront  par  degrés  insen- 
sibles avec  t.  £n  effet,  donnons  à / une  valeur  t,  dont  le  mo- 
dule soit  plus  grand  que  zéro  et  plus  petit  que  R,  et  désignons 

par  Z,  l’une  des  racines  de  l’équation  (1),  on  aura  t,  = 


/(-.) 


et  si,  en  prenant  pour  àz,  une  quantité  infiniment  petite,  on 

détermine  À/,  par  l’équation  t,  + U est 

clair  que  l’équation  (i)  aura  pour  racine  s, -+-Aa,  lorsqu’on 
donnera  à < la  valeur  t,-*-  ^ t,.  La  différence  de  nos  deux  valeurs 
de  / est 

^ ^ — X Zt — X I — / Aÿ,] — , 

y(3,-t-Aa,)  /(2«) 

et  comme  la  fonction/(z)  est  supposée  continue,  la  formule  do 
Maclaurin  lui  est  applicable  ; on  a donc,  en  négligeant  les  inriiii- 
nicnt  petits  du  deuxième  ordre, 

i5. 
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le  dénominateur  i — ne  pouvant  être  nul,  on  voit  que 

si  la  valeur  t,  produit  une  racine  z„  la  valeur  t,-h  &t,  produira 
une  racine  + a z„  dont  la  différence  à z,  deviendra  infiniment 
petite  avec  a/,. 

Mais  toutes  les  racines  de  l’équation  (i)  deviennent  infinies 
pour/=o,  à l’exception  d’une  seule  qui  se  réduiià  x;  celle-ci 
peut  être  considérée,  d’après  ce  qui  précède,  commeune  fonc- 
tion continue  de  t pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable 
dont  le  module  est  inférieur  à R,  et,  pour  ces  valeurs,  elle  est 
développable  en  série  convergente,  parla  formule  de  Mac- 
laurin. 


47.  Désignant  donc  par  z la  fonction  qui  vient  d’être  définie, 
on  aura 


( 4 ) z = z,  -t- 


l / dz\  l’  I d'z\  l' 

I \ dl I .a  \ rf/’  1 .3.3 


z„  j > • • • exprimant  les  valeurs  que  prennent 

pour / = O.  Et,  si  F (z)  désigne  une  fonction  continue  de  z, 
indépendante  de  tel  dex,  on  aura  plus  généralement 


(5)  F(z)  = F(z,)- 


/ /rfF(z)\ 

dl  ), 


ld'F{z)\ 

1 .2  \ dr  ), 


Il  nous  reste  à calculer  les  coefficients  de  ce  développement. 
Pour  cela,  considérons  ici  le  paramètre  x comme  une  va- 
riable. Si  l’on  différentie  l’équation  ( i ) d’abord  par  rapport  à /, 
puis  par  rapport  à x,  il  vient 

(6)  [-- f/' N ^"  =/(*).  [— 


d’où  l’on  tire 

(7) 


dz  -,  , dz 


D'après  cela,  la  différentielle  toule  dz  de  z,  sera 
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et  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  par  une  fonction  arbi- 
traire <f  (a)  de  Z,  il  viendra 


f (z)</z  = ,y(a)^rfx-i-/(z)v(2)^</<; 

le  premier  membre  de  cette  équation  étant  une  différentielle 
exacte,  la  même  chose  a lieu  à l’égard  du  second  membre,  et 
l’on  a,  en  conséquence, 

(8) 

dt  dx  ' 

cette  formule  ( 8 ) nous  montre  que  si  l’on  a à prendre  la  dé- 
rivée par  rapport  à t d’une  expression  de  la  forme  <f  (*)^» 

il  suffira  de  multiplier  cette  expression  par/  (z)  et  de  prendre 
la  dérivée  du  produit  par  rapport  à x.  Différentions  cette  équa- 
tion (8)  n — 3 fois  par  rapport  à l,  on  pourra  dans  le  second 
membre  intervertir  l’ordre  des  différentiations  relatives  à / et  x, 
et  l’on  aura 


mais,  dansie  second  membre,  chaque  différentiation  relative  à t 
peut  être  remplacée  par  une  différentiation  relativcàx,  pourvu 
qu’on-introduise  d’abord  un  facteur /(z;)  ; on  aura  donc 


dl"-‘ 


dx“~' 


et  si  l’on  fait 


,.(2)=/(z)F'(a), 
d’où,  à cause  de  l'équation  {7), 

*<‘>3ï  = ‘^<‘>3î=-77T’ 
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il  viendra 


(9) 


dl'  dx^' 

Faisons  maintenant  t = o,  on  aura,  par  l’équation  (i), 
z,=  x,  F(z,}  = F(x), 
puis,  par  Jes  équations  (6), 


d'où 


</*F(a)"]  d’~' ( fx)‘F' (x 

dx^'  ’ 


enfln  l'équation  (9)  donne 
f</'F(a)1 

L dr  J. 

en  sorte  que  la  formule  ( 5 ) devient 

( ,0)  F (a)  = F ( X ) + i/(  X)  F' (X)  + ^ + . . . 

, d-'lfjx)]»  F'(x) 

i.2...n  dx^~' 

c'est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Lagrange. 
Si  la  fonction  F (a)  se  réduit  à a,  on  a 


/»  d{fx) 


t-  d-'ifx) 


(n)a  = a + l/(x)+— -f-.- 
' ' ' \ 7,  dx  \.a...n  dx"-' 

kS.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  la  fonction 
continue  a,  déflnie  par  l’équation 

Z=:  X + tZ", 

m étant  un  nombre  entier  positif.  L’équation  (3)  se  réduit 
ici  à 

a ,,  . mx 

Z = X , d ou  a = 1 

m m — I 
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réquation  (a)  donne  ensuite 


t = 


( m — I 


> 


et  nous  devons  nous  borner  à donner  à i des  valeurs  dont  le 
module  soit  inférieur  à la  valeur  numérique  de 


R = ± 


(m — 1)"-‘  _ 


la  valeur  de  z donnée  par  la  formule  (i  i)  devient  alors  ; 


, ^ . 2/n  . 3m  (3m  — i) 

z — x-h  x“t  H X*"  'l*  H i— i ■+■ 

• i.a.3  «t-... 


I . 2 

nm  ( nm  — i ) . . . ( nm  — n + a ) 
1 .2..  . n 


Le  terme  général  de  cette.série  a pour  valeur 
nm  ( nm  — i)  — { nm  — n + a) 

U,  = i ! ^-1^+3  /• 

I .a. . . n 

et  l’on  en  déduit 


u,  + , ^ ( nm  4-  m ) ( nm  -h  m — i). . .{nm  1 ) 

«.  ~ n + I (nm  — n+ a). . .(  nm  — n + m) 


la  limite  de  ce  rapport  pour  n = ao  est  égale  à 


m" 


l. 


ou 


et  l’on  reconnaît  ainsi  parles  règles  ordinaires  de  l'algèbre  que 
notre  série  n'est  convergente  que  pour  les  valeurs  de  / dont 
le  module  est  inférieur  à R. 


49.  Autre  applicationde  la  formule  de  fMgrange.  I..a  formule 
«le  Lagrange  est  souvent  utile  pour  le  développement  des  fonc- 
tions explicites.  Nous  allons  en  donner  un  exemple.  Suppo- 


sons qu'on  veuille  développer  la  fonction 


(g— <)'" 

(I  — 


les  puissances  croissantes  de  t. 

En  appliquant  la  formule  de  Lagrange  à l'équation 


suivant 


(■) 


a=Ç-4-//(a), 
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OÙ  Z désigne  une  fonciion  des  variables  tel  el/(z)une 
fonclion  quelconque  de  z,  il  vienl 


F{2)=2 


1.1...  n 


et,  en  dilTérentianl  par  rapport  à 


rfÇ" 


Maintenant  soient 


F'(z)  = z- 
l’équation  ( i ) donnera 

ç — r 


Z = 


et  /(z)  = z — I, 


(/z 


r rfç- 

ct,  par  suite,  l’équation  (2)  devient 


(ü—  <)"  _ Y <’  O’ 

( I — / ^ 1.1.  . .n  "jÇ' 

Sur  l'inlégralion  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  linéaires  par  rapport  à ces  dérivées. 


50.  La  méthode  suivante,  due  à Ampère  et  légèrement  mo- 
difiée par  Caucliy,  est  préférable  à celle  dont  Lacroix  a fait 
usage. 

Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  variables  indépendantes. 
Soient  P,  Qet  V trois  fonctions  données  des  variables  x,  y,  z; 
la  dernière  variable  z étant  considérée  comme  fonction  des 
deux  autres,  posons 

(1)  dz  — pdx-i-qdy. 


et  considérons  l’équation  aux  dérivées  partielles 


{ 2 ) Vp  + (iq  — \. 

Si  l’une  des  quantités  P,  Q se  réduit  à zéro,  l’équation  s’inté- 
gre à la  manière  des  équations  différentielles  ordinaires  et 
nous  faisons  abstraction  de  ce  cas.  Le  problème  qui  consiste 
à trouver  la  fonclion  inconnue  z,  susceptible  de  satisfaire  à 
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réquation  (a),  n’cst  pas  déterminé;  mais  il  le  devient,  si 
l’on  exige  que  z soit  assujettie  en  outre  à se  réduire  à une 
fonction  donnée /(/)  de/,  lorsqu’on  donne  à la  valeur  par- 
ticulière X,.  C’est  ce  que  l’on  reconnaît  immédiatement  quand 
on  cherche  à développer  la  fonction  z en  série  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  ascendantes  de  x — x,  au  moyen  de  la 
formule  de  Taylor. 

Ainsi  nous  nous  proposons  de  trouver  une  fonction 
z=F(j:,/)des  deux  variables  x,/,  qui  satisfasse  à l’équa- 
tion {■>.)  et  qui  soit  telle  que  l’on  ait  en  même  temps 

x = x„  2=f(x). 

La  méthode  d’ Ampère  consiste  dans  un  changement  de  va- 
riable; introduisons  une  fonction  actuellement  indéterminée 
/,  des  deux  variables  x et  /;  on  pourra  considérer  inverse- 
ment / comme  fonction  de  y,  et  de  x,  et  z deviendra  elle- 
même  fonction  de  x et  de/,;  on  aura  dès  lors  par  l’équa- 
tion ( I ) 


dz  dr 


dz  _ dy 
dy,  dy,' 


on  tire  de  là  les  valeurs  suivantes  de  p et  de  q. 


fdz\  /j^\ 

dz  \(Iÿ.}  dy  „_\dy,) 

" dx  I dy  \ </x’  " I dy\' 

\dr>)  \ dy,  ) 

et  en  les  substituant  dans  l’équation  (a),  il  vient  ' 

Désignons  par  P',  Q',  V'  les  valeurs  que  prennent  P,  Q,  V 
quand  on  y remplace  z par  sa  valeur  inconnue,  mais  bien  déter- 
minée en  X et/;  l’équation  ( 3 ) deviendra 
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el  il  est  clair  que  les  équations  (3)  et  (4  ) doivent  être  satis- 
faites par  les  mêmes  valeurs  de  jr,  z fonctions  de  x et  dej^,; 
mais  comme  la  fonction  de  x et  que  nous  avons  désignée  par 
r.  est  arbitraire  et  que  réciproquement  est  une  fonction  in- 
déterminée de  X et  de  on  peut  assujettir  / à satisfaire  à l’é- 
quation 

,5) 

et  en  outre  à se  réduire  pour  x = x,i  une  fonction  quelcon- 
que  donnée  de  n,à/,  par  exemple.  Cela  posé,  n’étant  pas 
nulle,  l’équation  (5)  réduit  l’équation  (4 ) à 

,6) 


La  fonction  inconnue  z = F(j:,/)  est  donc  telle,  que /et  z 
considérées  comme  fonctions  de  x et  de/,  satisfont  aux  deux 
équations  simultanées  aux  dérivées  partielles 


(7) 


O, 


— V= 


O, 


Oise  réduisent  respectivement,  poura:=.r.,  à/, el/(/,)  ou  z,. 
Mais  les  équations  (7)  ne  renfermant  point  ia  variable  indé- 
pendante/,, elles  doivent  être  traitées  comme  des  équations 
différentielles  ordinaires  ; ces  équations  sont  toutes  deux  com- 
prises dans  la  formule 

P Q V 

et  pour  résoudre  le  problème  proposé,  il  suffira  de  les  intégrer 
de  manière  que  l’on  ail  simultanément  x = /„/=  >•„  z = z„ 
Résolvant  ensuite  les  intégrales  par  rapport  zy,  et  z„  et  poiv 
tant  les  valeurs  obtenues  dans  l’équation 

(9)  a.  =/(/.). 

on  aura  la  solution  demandée,  ijui  renfermera  une  fonction 
arbitraire  f{r,). 


Digitized  by  Google 


ET  LE  CALCUL  INTÉCRAL 


aay 

Supposons  que  l'on  ait  trouvé  les  intégrales  générales  des 
équations  ( 8 ) avec  deux  constantes  arbitraires  a et  6,  et  soient 

X) 

ces  intégrales  résolues  par  rapport  aux  constantes.  D’après  ce 
qui  vient  d’être  dit,  il  faudra  résoudre  les  équations 

~ ( ^‘1 

par  rapport  à^»et  z,  et  substituer  les  valeurs  trouvées  dans 
l’équation  (9);  mais  si  l’on  considère /(r«)  comme  une  fonc- 
tion arbitraire,  le  résultat  de  la  substitution  sera  simplement 
une  relation  arbitraire 

t(“>6  ) = o. 

entre  a et  S.  L’intégrale  de  la  proposée  pourra  donc  se  mettre 
sous  la  forme 

f désignant  une  fonction  arbitraire. 

51.  La  même  méthode  s’applique  sans  difficulté  au  cas  de 
trois  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  variables  indépendantes. 
Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  trois  variables  indépen- 
dantes x,y,z\  la  variable  m étant  fonction  de  x,  y,  z,  posons 

(1)  ihi=.  pdx  + qdy  + rdz, 
et  soit  l’équation  proposée 

(2)  P P -yQq -i-Rr=  V, 

dans  laquelle  P,  Q,  R,  V sont  des  fonctions  données  de  x,  y, 
z,  U.  Il  s’agit  de  trouver  une  fonction  u = ¥ {x,y,  z)  dex,y,z 
qui  satisfasse  généralement  à l’équation  ( 2)  et  qui  pourx  = .r, 
se  réduise  à une  fonction  donnée/(j, x)  de_7-et  de  x;  énoncé 
en  ces  termes,  le  problème  est  complètement  déterminé. 

Introduisons  deux  fonctions  indéterminées^',  et  x,  de  x,  y,  z ; 
on  pourra  considérer^- et  x comme  fonctions  de  x,  y,,  x,;  par 
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suite  U deviendra  fonction  des  mêmes  variables,  et  l'on  aura 

par  l’équation  (i). 


du  dy  dz 

di 


du 

dr, 

du 

dz. 


dz 

’’T~' 

dz 


Un  tire  de  là  les  valeurs  suivantes  de  p,  q,  r, 

„ du  ,,  du  du 
Y Z ^di~  d^~'^Tz 

^~x’  '■“x’  P~  X 

on  posant,  pour  abréger, 

^_dy  dz-  dy  dz 
~ dy,  dz,  dy, 

du  dz  du  dz 

~ dy,  dz,  dz,  dy,' 

y du  dy  du  dy 

dz,  dy,  dy,  dz, 

et  si  l’on  porte  ces  valeurs  de  p,  q,  r dans  l’équation  (a),  elle 
devient 


(3)  + 


O. 


Désignons  par  P',  Q',  R',  V'  ce  que  deviendraient  P,  Q,  R,  V 
si  l’on  remplaçait  u par  sa  valeur  inconnue  F(x,  y,  z);  fai- 
sons celte  substitution  dans  (3),  il  viendra 

14,  X (P'*  -v) +ï  (q._  r z(b'_ 

et  il  est  clair  que  les  mêmes  valeurs  de  y,  z,  u fonctions  de 
x,y\,  Z,  doivent  satisfaire  aux  équations  (3)  et  (4).  Mais  les 
fonctions  de  x,y,  z que  nous  avons  inlroduiies  et  désignées 
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par  y„  z,  sont  arbitraires,  et,  inversement,  ^ et  a sont  des 
fonctions  indéterminées  de  x,  y,,  z,;  ces  fonctions  devien- 
dront au  contraire  complètement  déterminées  si  on  les  assu- 
jettit à satisfaire  généralement  aux  équations 

(5)  P^_Q'=o,  P'ÿ_R'  = o, 


et  à se  réduire  en  outre,  pour  x — x,,  à des  fonctions  arbi- 
traires de  y,  et  de  Sg,  à y,  et  à z,  respectivement,  par  exem- 

Y Z 

pie.  Alors,  comme  les  quantités  qui  expriment  les  va- 

leurs de  q et  r,  ne  peuvent  être  généralement  infinies,  les 
équations  (5)  réduisent  l’équation  (4)  à 


(6) 


Il  suit  de  là  que  la  fonction  inconnue  K = F(ar,  7-,  z)  est 
telle,  que  les  valeurs  de  y,  z,  u,  considérées  comme  fonc- 
tions des  variables  indépendantes  x,  y,,  z,,  satisfont  généra- 
lement aux  trois  équations  simultanées  aux  dérivées  par- 
tielles 


(7)  P*-Q  = ».  P3j-'<  = ». 


et  se  réduisent  en  outre,  pourx  = x„  à^,,  z,,f{y,,  z,)  — u, 
respectivement. 

Les  équations  (7)  ne  renfermant  point  les  variables  indé- 
pendantes/. et  z,,  elles  doivent  être  traitées  comme  des  équa- 
tions différentielles  ordinaires,  et  on  peut  les  comprendre 
dans  la  seule  formule 

dx  dr  _dz  _du 
(8)  P ~ Q “ R “ V ’ 

Pour  avoir  la  solution  du  problème  proposé,  il  suffira  donc 
d’intégrer  les  équations  (8)  de  manière  que  les  variables 
X,  y,  z,  U se  réduisent  simultanément  à x„  y,,  z,,  u,;  ré- 
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solvant  ensuite  les  intégrales  obtenues  par  rapport  ay,,z,,  u,, 
on  portera  les  valeurs  trouvées  dans  l’équation 

(9)  it>=fix„y„  Z,). 

Supposons  que  l'on  ait  trouvé  les  intégrales  générales  des 
équations  (8)  renfermant  trois  constantes  arbitraires  a,  6,  y, 
et  soient 

a=f{x,y,  z,u),  S=f,{x,  y,  Z,  u),  y =f,{x,  y,  z,  u), 

les  valeurs  obtenues  en  résolvant  ces  intégrales  par  rapport  à 
a,  6,  y.  Pour  avoir  la  solution  de  notre  problème  défini  comme 
nous  l’avons  fait,  il  faudra  tirer  des  équations 

(‘T*#  » X*  * r 
"•> 

f,(x„y,,  z„  u,)  = y, 

les  valeurs  de  y,,  z,  et  pour  les  porter  dans  l’équation  (9). 
Mais  si  l’on  considère  la  fonction  f de  celte  équation  comme 
une  fonction  arbitraire,  le  résultat  de  l’élimination  sera  sim- 
plement une  relation  arbitraire 

(10)  ip(a,  e,  y)  = o 

entre  «,  6,  y.  Cette  relation  (10),  où  a,  5,  7 représentent  les 
fonctions/,, y,, peut  donc  être  regardée  comme  exprimant 
l'intégrale  générale  de  l’équation  (2). 


Sur  le  passage  des  différences  finies  aux  différentielles. 
52.  De  même  que 

df{x)  f(x-yh) — f{x)  ..  ^f(x)  , 

= lim  ^ =;  lim  y ! (pour  A = 0), 

de  même  on  a aussi,  quel  que  soit  n, 

d’f(x)  ^’f{x)  , , 

(pourA  = o), 


&"f{x)  exprimant  la  n'*"'  différence  de  f{x). 

La  plupart  des  auteurs  regardent  ce  fait  comme  évident  ou 
n’en  donnent  que  des  démonstrations  défectueuses;  cette  pro- 
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position  résulte  immédiatement  du  développement  de  la  dif- 
férence &’f{x)  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de 
h,  développement  que  Lacroix  établit  au  n”  391  ; mais  l'auteur 
en  fait  usage  au  n»  389  pour  démontrer  la  formule  de  Taylor. 
Or,  en  suivant  la  marche  tracée  par  Lacroix  lui-méme,  on  peut 
établir  d'une  manière  élémentaire  la  proposition  dont  il  s'agit, 
et  sans  supposer  en  aucune  façon  le  théorème  de  Taylor,  il 
suffit  en  effet  de  remarquer  que  les  expressions 


/(T) 


et 


/‘(X)  rfÂ* 


se  réduisent,  pour  A = o,  à des  quantités  numériques  indé- 
pendantes de  la  nature  de  la  fonction /(ar).  Alors  si  l’on  fait 


/(x)  = e',  d’où  ^f^x)  = e•(e*  — I), 
et  généralement 


A*/{a:)  = c'(e*—  I )■=  . . . ), 

on  voit  tout  de  suite  que  l’on  aura,  pour  h = o. 


^"f(x)  = O, 


d^’f{x) 
~ dh 


d"-'  A’/(ar)  _ d'à"f{x) 

d/l—'  ~ d/t- 


.2..  .nf-(x). 


Si  donc  on  cherche,  par  les  règles  ordinaires,  la  vraie  valeur 
que  prend  le  rapport 

{ pour  A = o), 

on  trouvera  que  cette  valeur  est  f'{x),  et  l’on  a en  consé- 
quence 

lim  - - = /•  (x)  ( pour  A = o ). 


Ainsi  que  nous  l’avons  dit  plus  haut,  Lacroix  démontre  la 
formule  de  Taylor  en  parlant  du  résultat  qui  précède;  la  mar- 
che qu’il  suit  est  certainement  la  plus  naturelle  , mais  sa  dé- 
monstration manque  absolument  de  rigueur.  Aussi  croyons- 
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nous  faire  une  chose  ulile  en  présentant  ici  la  remarquable 
démonstration  publiée  par  M.  Caqué  dans  le  tome  X du 
Journal  de  Liouville,  et  qui  repose  sur  les  mêmes  prin- 
cipes. 

Démonstration  de  la  formule  de  Taylor,  par  M.  J,  Caqué. 

53.  Soit/=/(x)  une  fonction  donnée  de  x,  et  désignons  par 
y,,y,,  -..  les  valeurs  qu’elle  prend  quand  x augmente  succes- 
sivement de  la  constante  ^x,  en  sorte  que  yà=f(x  -y  k a x). 
En  représentant  par  la  différence  /»'*"  de/t,  on  a,  quels 
que  soient  n et  k, 

( A ) J* = A"  r + -4-  • • • + ). 

équation  qui  n’est,  en  effet,  que  la  différence  n'~'  de  l’équa- 
tion évidente 

yt=y  -t-  Aj  -+-  A/,  -H . , àji-,. 

Cette  dernière,  en  remplaçant  k par  m et  posant  m&x  = A, 
donne  aussi 


( • ) /(^  -+-  h)  =f{^)  -h  (Aj-f-  A^,  -t-  . . . -t-  A7^,-+-  A/»_,). 

Mais,  si  dans  l’équation  (A)  on  fait  n = i,  puis  successivement 
k=  i,  k = a,. . . , k — m — i,  on  aura  des  valeurs  de  A^, , 
Aj,,. . . , Ar«-i , qui,  portées  dans  l’équation  (i),  nous  donne- 
ront, réduction  faite. 


(2)1  f(x  + f>)=zf(x)  + m&y 

I -I-  [(/n  - I ) A’/-|- (m  — 2)  A>/,  -t- 2 A%_,  + A*j^._,] . 

On  pourrait  reprendre  de  nouveau  l’équation  (A),  y poser 
n = i,  puis  successivement  A'=i,  k=:i,...,  k = m — a,  ^ 
et  reporter  dans  l’équation  (2)  les  valeurs  de  A’j,,  A’y-,, . . . , 
A’y^,  ainsi  obtenues;  en  réduisant,  on  aurait 


f{x  -t-  A)  =f{x)  -4-  m sy 


m{m  — 1) 


1.2 


A’r 


(3)  ; - 3) 


3 A>  A‘j,_,J. 
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Et  l'on  pourrait  continuer  ce  modo  d'élimination  qui  condui- 
rait finalement  à la  formule 

( /(j: 4- A)  =/(x)  4-  + ~ Ay-f-... 

R.  remplaçant  la  quantité  suivante,  dans  laquelle,  en  général, 
représente  le  nombre  des  combinaisons  de  wi  — let- 
tres n à R : 

R,  = CT”'  4-  CT’  A-+'/,  4-  C"’  A*+7-,  4- . . . 

-t-  cr-'!A*^-'r—^+ Ga-*- 

Mais  sans  avoir  même  besoin  de  passer  par  l'équation  (3),  nous 
allons  prouver  directement  que  l'équation  (4  ) a toujours  lieu. 

D'abord  elle  est  vériQée  pour  n = i,  puisqu'elle  coïncide 
alors  avec  l'équation  (a).  Pour  démontrer  généralement  l'é- 
quation (4)t  il  suffit  donc  de  faire  voir  que,  si  elle  est  exacte 
pour  une  valeur  de  r,  elle  l'est  encore  pour  la  valeur  suivante. 

Dans  l'équation  (A),  remplaçons  r par  r -f- 1,  puis  posons 
successivement  A = i,  A = 2,...,  k = m — R-:-i;les  divers 
résultats,  multipliés  par  des  facteurs  convenables,  forment  le 
tableau  suivant  : 

cr‘A-«"7 =ct'a'^'^, 

cr’A»+'7,= + cr’A"+«v, 

C--4.+.  y,  ^ c;-’ 4-  cr’A-+’/ + c:-’ A-^v. . 


cT'  A*+‘  = cr'  A"^'r + cr  ' 

4-cr’A->7,__„ 

CS  a-«-7,_*_, = c;  A'+'/ + c;  a-^*7  4-  c;  a-+>/,  4- . . . 

4-  c:a»+*/— c:  a»+>7._^,. 

6«W.  11.  ,6 
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Eli  faisant  la  somme  des  premiers  membres,  on  reproduit  la 
valeur  de  R,;  on  peut  donc  écrire  que  celte  quantité  est  égale 
à la  somme  des  seconds  membres;  celle-ci  se  présentera  sous 
une  forme  plus  simple  en  faisant  usage  de  ce  théorème  d’al- 
gèbre : 

a La  somme  des  nombres  des  combinaisons  n à «,  de  m — g, 
, n — g—i,...,  n-t-i,  n lettres,  est  égale  au  nombre  des 
» combinaisons  n-t-i  à/i-t-i  dem  — g-t-i  lettres.  » 

Conséquemment  on  aura 

. iL=c:+,i'-’".r  + R.+c 

•■A'n  — n+i  ) (m  — n)  ^ 

1.2. . ./i(n-l-i) 

en  posant,  pour  abréger, 

R,.^,  = J H-  c:;’  • • 

4-  et]  c:;  A-+* 


Or  celte  valeur  de  R»,  mise  dans  l’équation  (4)>  donne  le  même 
résultat  que  la  substitution  de  n -+- 1 à n dans  la  meme  équa- 
tion; donc  l’équation  (4)  a lieu  généralement. 

54.  Si,  dans  l’équation  (4),  on  remplace  m par  sa  valeur 
tirée  de  mAa?  = A,  on  trouve  aisément 


/(x  + A)=f(x)  + 


,,  AJ  , /i(A-Aar)  A’ J 

TT— 

A(A  — — (/i  — i)Ax] 


i.a. . ,n 


A"  J 
Ax* 


-(-  R«. 


Le  terme  complémentaire  R,  peut  évidemment  se  mettre  sous 
celte  forme 


A"-^'r  A"^' J. 

" AX«- 


,4"+' J.. 


Ax*^ 


-)■ 


de  sorte  qu’en  représentant  par  M la  somme  des  termes  entre 
parenthèses,  divisée  par  la  somme  CT^'-l-etc.  de  leurs  coefli- 
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cients,  il  vient 


R,= AX-+'  ( cr  ■ + cr’  -h c:  ) M , 

c'esl-à-dire,  en  vertu  d’un  théorème  déjà  invoqué. 


R,  = 

en  mettant  donc  pour  CT+i  son  expression  connue,  et  rempla- 
çant dans  cette  dernière  m par  nous  aurons  enfin 

i.a. . .(rt-+-i) 


j /(^  + A)  =/(x) -f- - ^ 

h{h — àx),..[h — {n — A’r  fi{h—^x)...{h—n\x)^ 
i.a...n  ^x“  1.2. ..(/H-i) 

Revenons  sur  l’expression  de  M,  savoir. 


Nous  voyons  que  cette  quantité  est  une  moyenne  entre  les 
quotients 


X A"'*’*  T*! 


de  manière  qu’elle  est  toujours  comprise  entre  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  d’entre  eux;  il  suffit  donc,  pour  que  M soit 
finie,  que  tous  le  soient,  et  alors  la  remarque  que  nous  venons 
de  faire  fournit  des  limites  simples  de  R.  ou  du  terme  complé- 
mentaire de  la  formule  (5). 

55.  Quand  on  prend  la  valeur  de  àx  infiniment  petite,  les 

A*  V* 

quotients  deviennent  les  dérivées  f*[x],  et  les  numéra- 
teurs des  coefficients  de  l’équation  (5)  deviennent  les  puis- 

<G. 
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snnccs  eiuières  ei  croissaiilcs  de  A.  La  quaiililé  devient 
Les  quotients  dont  la  quantité  M dépend  se  rédui- 
sent donc  aux  valeurs  de/"^'(*),  en  faisant  varier  z de  x à 
X h.  Done,  si  dans  cet  intervalle  (s)  reste  finie,  M le 
sera  aussi,  puisqu’cnc  est  toujours  comprise  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  cette  dérivée. 

Déplus,  si/"^-'(z)  est  continue,  elle  atteindra  au  moins 
une  fois  la  valeur  de  M,  et  l’on  pourra  poser 

M =/"'^'(x  + oA), 

en  désignant  par  e une  quantité  positive  plus  petite  que  l’unité. 
Ainsi  on  retrouve  par  cette  méthode  la  formule  connue 


f(x  + A)  =f{x)  + hf'(x)  + 


. .n(n  -i-i  ) 


f’*'{x  +ei/i). 
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NOTE  II. 

SUR  L’INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES 
PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


i 1. 

1.  Le  prublèmc  qui  cunstiluc  le  calcul  iiiii^gral  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  est  aujourd'hui  complctement 
résolu,  pour  ce  qui  concerne  les  équations  du  premier  ordre, 
c'est-à-dire  que  l’iutégratiun  d’une  telle  équation  peut  tou- 
jours être  ramenée,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  in- 
dépendantes, à l'intégration  d’un  système  d’équations  différen- 
liclles  ordinaires  simultanées.  Parmi  les  méthodes  propres  à 
atteindre  ce  but,  il  faut  surtout  distinguer  celles  de  Jacobi  et 
de  Cauchy  ; nous  prendrons  ici  pour  point  de  départ  l’analyse  de 
(Cauchy,  mais  nous  présenterons  en  même  temps  des  dévelop- 
pements étendus  relatifs  à une  difficulté  inhérente  à cetteana- 
lyseet  qui  ont  été,  de  notre  part,  l’objet  d’une  communication 
récente  à l’Académie  des  Sciences  {*). 

2.  Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  variables  indépen- 
«lantcs,  et  soit 

(i)  V[x,y,z,p,q)  = o 

l’équation  proposée,  dans  laquelle  z désigne  une  fonction  In- 
connue des  deux  variables  indépendantes  x et  y,  et  où  et  ^ 

représentent  respectivement  les  dérivées  partielles^. 

Il  s’agit  de  trouver  une  valeur  de  z qui  satisfasse  à l’équa- 
tion ( I ) pour  toutes  les  valeurs  do  x et  de  y,  et  qui,  pour  une 
\aleur  donnée  X,  de  x,  se  réduise  à une  fonction  arbitraire 


(')  CumplK's  vendut  des  jtMnrti  de  C.ieadémie  des  Scicners  Jes  7 

•j8  oeluhre  i8(îi). 


Digitized  by  Google 


a38  MOTE  SVB  l’iXTÉCBVTIO»  des  ÉQl'ATIONS 

donnée  f {y)  de  y-  Ainsi  l’on  doit  avoir  en  môme  temps 

x=x„  z—f{y),  q = ■ = /'  (r  ) ; 

le  problème,  énoncé  en  ces  termes,  est  complètement  dé- 
terminé. 

Introduisons,  avec  Cauchy,  une  fonction  actuellement  indé~ 
terminée  y,  de  x et  de  j ; on  pourra  considérer  y comme  une 
fonction  de  x et  dey,,  et  alors  z,  p,  q seront  aussi  des  fonc- 
tions de  ces  mômes  variables.  On  aura  donc 


T=Ù-dx-i-^  dr,. 


^y-±x 

dz  — ‘^dx 


dy, 
dz  , 
dy. 


et  si  l’on  porte  ces  valeurs  de  dz  et  de  dy  dans  l’équation 
dz  = P dx-h  q dy. 


qui  exprime  la  définition  de  p et  de  q,  il  viendra 


*^^dx  + ^^dy.^pdx  + q 


Cette  équation  ayant  lieu,  quelles  que  soient  les  différentielles 
dx  et  dy„  on  a 


(•^) 


dz  dr 

di^P^^Tx' 


(3) 


dz  dy 
dy.~  ^ dy. 


Si  l'on  différentie  l’équation  (2)  par  rapport  à y„  l’équation 
(3)  par  rapport  à x,  et  que  l’on  retranche  ensuite  les  deux  ré- 
sultats obtenus  l’un  de  l’autre,  il  viendra 


dp  dq  dy  dq  dy 

' fl}-,  dx  dy,  dy,  dx 

Cela  posé,  désignons  par 

</F  = \dx  + Z dz  I’  dp  -+-  Q dq 
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la  dirréreiuiclle  loiale  du  premier  membre  del’équaiion  (i),  on 
aura,  en  différentiant  celle  équalion  par  rapport  à jr, , 


(5) 


Y^  + Z^  + pÆ  + q|î=o, 

dr.  dy,  dy,  dy. 


dz 


ei,  si  l’on  porte  dans  celle  équation  (5)  les  valeurs  de  ^ el 

de  tirées  des  équations  ( 3 ) el  ( 4 ),  oii  aura 
dy. 


Or,  la  fonction  de  x el  de  y,  qui  représente  / et  que  nous 
avons  introduite  est  jusqu’ici  indéterminée,  et  nous  pouvons 
en  disposer  de  manière  qu'elle  satisfasse  à l'équation 


(7) 


pg-Q=o, 


en  concevant  que  l’on  ail  remplacé  dans  P el  dans  Q,  z,  p el 
q par  leurs  valeurs  inconnues,  mais  déterminées  en  x el  La 
fonction  y ne  sera  pas  entièrement  déterminée  par  la  condition 
qui  lui  est  imposée  de  satisfaire  à l’équation  ( 7 ),  mais  elle  le 
deviendra,  si  on  l’assujellil  en  outre  à se  réduire,  pourx  = x„ 
à une  certaine  fonction  donnée  de  y,;  nous  prendrons  pour 
celte  fonction  donnée  la  quantité  y,  elle-même.  Ainsi  l’on 
aura  en  même  temps 


X — x,j  y — y,,  Z — Z,,  q^^q,,  p — p,, 

on  posant,  pour  abréger, 

2.=/(r*). 

cl  en  déterminant  p,  par  l'équation 

F(a:,,  z„  p„  q,)=o, 

qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  (1)  dans  laquelle  on  rem- 
place x,y,  Z,  p,  q respectivement  parx,,  j,,  z,,p,,  q,. 
L’équation  (7)  réduit  l’équation  (6) à 

(8)  Y 1*155=0; 
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en  sorte  que  le  problème  proposé  esl  ramené  à trouver  quatre 
fonctions/,  z,  p,  q des  deux  variables  indépendantes  x el/«. 
qui  satisfassent  généralement  aux  cinq  équations  (i),  (2),  (3) 
(7) et  (8),  et  qui  se  réduisent  respectivement  à/,,  z,,  p,,  q, 
poura:=x,  ; nous  ne  parlons  pas  de  l’équation  (4).  parce 
qu’elle  résulte,  comme  on  l’a  vu,  des  équations  (2)  et  (3). 


3.  Mais  les  équations  (1),  (3),  (7),  (8)  sufHsent  pour  la  dé- 
termination des  inconnues  /,  z,  p,  q;  l'équation  (3)  est  donc 
surabondante  et  il  faut  qu’elle  se  trouve  vérifiée  d’elle-même. 
Voici  comment  Cauchy  a démontré  cet  important  théorème. 

Supposons  que  des  équations  (i),  (2),  (7),  (8)  on  ait  tiré 
pour  /,  z,  p,  q des  valeurs  déterminées  fonctions  de  x et 
de/,  et  qui  se  réduisent  respectivement  à , z,,p,,  q, pour 
x = x.  ; les  deux  membres  de  l’équation  (3)  seront  aussi  des 
fonctions  déterminées  de  x et  de  y„  et  en  désignant  par  I leur 
différence,  on  aura 


(y) 


dz  dy 

dy. 


-+-I. 


Si  l’on  différentie  cette  équation  par  rapport  à x,  et  qu’on  en 
retranche  ensuite  l’équation  (2)  préalablement  différentiée  par 
rapporta  /, , on  aura,  au  lieu  de  l’équation  ( 4 ). 


(.0) 


dp  / ^ dy  dq  dy\  d I 

dr,  \dx  dy,  dy,  dx)  û'x’ 


et  en  portant  dans  l’équation  (5)  les  valeurs  de 

dy, 

tirées  des  équations  ( y ) et  ( to),  il  viendra 


et  de 


dp 

dy. 


enfin,  à cause  des  éijuations  (7)  et  (8),  cette  équation  se  réduit  à 


P^-+-ZI: 


I d\ 

O.  ou 


Z 

p' 


La  quantité  — p étant  exprimée  en  fonction  de  x et  do  n, 


I 
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Z 

si  l’intégrale  — I ^ une  valeur  Gnie  et  déterminée,  on 

Jx,  ^ 

tirera  de  l’équation  précédente 


(12)  log 


n=-X  F''’'- 


en  désignant  par  I.  la  valeur  que  prend  I pour  x = x„  Mais 
comme  l’hypothèse  x = x,  réduit  ^ à ç,  et  à 1,  l'équa- 
tion (9)  montre  que  I,  — o,  et,  par  suite,  à cause  de  l’équa- 
tion (12),  on  aura  généralement 


1 = 0. 


Nous  examinerons  dans  le  paragraphe  suivant  le  cas  singulier 
Z 

où  l’intégrale  J -^dx  cesse  d’avoir  une  valeur  Gnie  et  dé- 
terminée. 


4.  D’après  ce  qui  précède,  nous  n'avons  à nous  occuper 
que  des  équations  (1),  (2),  (7)  et  (8).  On  peut  même,  si  l'on 
veut,  remplacer  l’équation  (i)  par  sa  différentielle  relative  à 
x\  cette  différentielle  n’a  pas  en  effet  plus  de  généralité  que  l'é- 
quation (1),  puisque  les  valeurs  dey,  z,p,  q doivent  se  réduire 
à y„  z„  p„  q„  pour  x = x,.  Or  la  différentielle  en  question 
est 


ax  dx  dx 


H- 


cl,  en  y remplaçant  Q et  Y par  les  valeurs  tirées  des 
équations  (a),  (7)  et  (8),  elle  se  réduit  à 


(i3) 


\-h7.p-h 


Le  problème  est  donc  ramené  à trouver,  au  moyen  de  quatre 
des  équations  (1),  (2),  (7  ),  (8),  (i3),  des  valeurs  de  y,  z,  p,  q 
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fonriions  de  x et  de  y,  qui  se  réduisent  respectivement  à 
r„  3..  p>,  q>  pour  X Z=  X,. 

Les  équations  (a),  {7),  (8),  (i3)  forment  en  réalité  un  sys- 
tème de  quatre  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles; 
mais  parce  que  ces  équations  ne  renferment  pas  la  variable 
indépendante  elles  doivent  être  traitées  comme  des  équa- 
tions différentielles  ordinaires;  elles  sont  comprises  dans  la 
formule  unique 

, , , — dq 

('4)  ~ Q ~ P/T  Hh“Oç  ~ ~\-\-lq' 

et  l’une  d’elles,  nous  devons  le  répéter,  peut  être  remplacée 
par  l’équation  (i). 

Si  le  premier  membre  de  l’équation  (1)  est  linéaire  par  rap- 
port aux  dérivées  p et  q,  comme  sa  différentielle  prise  en  ne 
faisant  varier  que  p ci  q est  fJp-hQdq,  P et  Q seront  indé- 
pendantes de  P et  q,  et  F aura  la  forme  Pp  + Qq  — V, 
V étant  comme  P et  Q fonction  de  x,y,  z.  Dans  ce  cas,  les  deux 
premières  des  équations  contenues  dans  la  formule  (i4),  savoir 

f/x  dr dz 

■F  ~ y ~ T ’ 

permettent,  sans  le  secours  des  autres,  de  déterminer  les 
valeurs  de  y,  z en  fonction  de  x et  y,.  On  est  ainsi  ramené, 
dans  le  cas  des  équations  linéaires  par  rapport  aux  dérivées, 
à la  règle  que  nous  avons  rappelée  dans  la  Note  1. 

5.  Supposons  donc  que  des  équations  (i4)  on  ait  tiré  des 
valeurs  de  y,  z,  p,  q se  réduisant  à /„  z„  p„  q„  pour  x = x,\ 
soient 

yz=f(x,  y„  z„  q,), 
z=fz{x,  y„  z„  q,), 
p=f,{x,  y„  z„  q,), 
q=f{x,  y„  z„  q,), 

ces  valeurs;  nous  n’écrivons  pas  la  lettre  p,  dans  ces  expres- 
sions, parce  qu’on  peut  toujours  supposer  que  l’on  ait  substi- 
tué sa  valeur  tirée  de  F{x„y„  z„  /?„  g,)=o;  quant  à x,,  c’est 
une  valeur  numéri(|uedéterminée  dont  il  n’y  a pas  à s’occuper. 
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Les  deux  premières  équations  (i5)  donnent  la  solution  du 
problème  proposé,  en  y remplaçant  z,  par/(  j,)et  q,  par /'(/.)• 
Si  l’on  attribue  à la  fonction  f(y,)  une  forme  déterminée,  et 
que  l’on  puisse  éliminer  entre  les  deux  équations  dont  nous 
parlons,  on  aura  l’expression  de  la  fonction  inconnue  z en  x 
et  y.  Mais  si  la  fonction /(j.)  ou  z,  reste  indéterminée,  l’éli- 
mination de  y,  sera  impossible,  à moins  que  les  valeurs  de/ 
et  de  z ne  soient  l’une  et  l’autre  indépendantes  de  q,;  dans  ce 
cas,  si  l’on  résout  les  deux  premières  équations  (i5)  par  rap- 
port à y,  et  z„  on  obtiendra  des  expressions  de  la  forme 

y,  = '^{x,y,  z),  z,  = <f{x,y,  z), 
et  la  solution  du  problème  sera  donnée  par  l’équation 

d’où  l’on  conclut,  comme  on  sait,  que  l’équation  proposée  (i) 
est  nécessairement  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  p et  q. 

Si  l’on  fait  abstraction  de  ce  cas  d’une  équation  linéaire,  je 
dis  qu’aucune  des  expressions  de  / et  de  z ne  peut  être  indé- 
pendante de  q,.  En  effet,  portons  dans  l’équation  (3)  les  va- 
leurs de  /,  z,  q tirées  des  équations  (i5),  on  aura 


( 


dn  ^ dz,^'^  dq,  dy\) . \dy. 


dz, 


dq.dy,)-''' 


cette  équation  doit  avoir  lieu  identiquement,  et  par  suite  les 
termes  multipliés  par  ^ doivent  se  détruire.  On  a donc  en- 
core identiquement 

dq,  dq,  ’ 

le  facteur  f,  = q ne  peut  être  nul  généralement,  d’où  il  suit 

que  si  l’une  des  quantités  ^ est  identiquement  nulle, 

l’autre  doit  l’être  aussi;  donc  les  deux  fonctions  /,  et  /,  dé- 
pendent l’une  et  l’autre  de  q,  où  elles  sont  l’une  et  l’autre 
indépendantes  de  cette  quantité  : ce  dernier  cas  ne  peut  avoir 
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lieu,  comme  on  l’a  vu  plus  haut,  que  si  l'équation  proposée 
est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  p cl  q. 

Cela  posé,  si  l’on  élimine  q,  entre  les  deux  premières  équa- 
tions (i5),  on  obtiendra  une  équation  qui  pourra  tenir  lieu  de  la 
seconde  d’entre  elles  cl  que  je  représenterai  {«r 


(i6)  \{x,  X,  2,  x„  z,)  = o,  oü  V = o. 


Si  l’on  prend  la  diffcrenticllc  totale  de  celte  équation  et  que 
l’on  y remplace  dz,  par  q,dx;  dz  par  pdx  -+-  q.lx,  il  viendra 


d\  dV 


(: 


\ , fdV  d\\  , (dW  d\'\  , 


mais  la  première  équation  (i2)  donne 


si  l’on  porte  cette  valeur  de  dx  dans  l'équation  précédente,  il 
ne  restera  plus  que  les  deux  seules  différentielles  indépen- 
dantes dx  et  dy,;  en  égalant  donc  à zéro  les  coefficients  de 
cellcs-ci,  on  aura 


/d\  d\\  fd\  d\\  df, 

IdW  d\\ldf,  df,  df,dq.\  (d\  d\\ 

[dj-  ^^dï)[iy,-^  il. 

Ces  équations  doivent  devenir  identiques  si  l’on  y remplace 
X>  2,  p,  q par  les  valeurs  tirées  des  formules  (i5);  or  cellcs- 

ci  ne  contiennent  pas  la  quantité  arbitraire  U est  donc 

nécessaire  que  cette  quantité  disparaisse  de  la  dernière  équa- 
tion. Comme 'nous  faisons  abstraction  du  cas  où  l’équation 

proposée  ( i ) est  linéaire,  -f-  ne  peut  être  nul,  il  faut  donc  que 

d\  dV  , , , ... 

'Jf  -4- 7 s annule,  auquel  cas  on  a siinullanenicnt  par  les 
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oqiialions  |trccédenles, 

, , ,IV  d\ 

VI 


(.8) 


d\  d\'  d\  dV 


O. 


Les  équations  (i6),  (17)  et  {18)  deviennent  ainsi  identiques 
on  vertu  des  équations  (i5);  elles  déterminent  d'ailleurs  les 
valeurs  de  y,  z,  p,  q,  et  par  suite  elles  peuvent  suppléer  les 
équations  (i5). 

Ainsi,  en  particulier,  si  l’on  remplace,  dans  V,  z,  pary(r.), 
l'intégrale  cherchée  de  l'équation  ( 1 ) sera  le  résultat  de  l'éli- 
mination de  y entre  les  deux  équations 

désignant  la  dérivée  de  V prise  par  rapport  à )•„  mais 

en  considérant  z,  comme  fonction  de  y,.  Donc,  pour  avoir 
cette  intégrale,  il  suffit  de  déterminer  la  fonction  V que  l’on 
obtiendra  en  éliminant/»,  q,p„  g.  entre  les  quatre  intégrales  des 
équations  («4)  et  l'équation  F(x„  n,  />.,  ?i)  = o. 


8.  C’est  ici  l'occasion  de  faire  remarquer  que  la  seule  équa- 
tion 

V=o 


constitue  une  solution  de  l’équation  proposée  (1),  si  l’on  y 
regarde  y,  et  z,  comme  deux  constantes  arbitraires. 

En  effet,  dans  la  solution  générale  que  nous  venons  de 
développer,  on  reconstruit  l’équation  proposée  (i)  en  élimi- 
nant y,  et  z,  entre  les  équations  (16)  et  (18).  Or,  si,>au  lieu 
de  regarder  y,  et  z,  comme  des  variables  assujetties  à vérifier 
l’équation  (17),  on  considère  ces  quantités  comme  des  con- 
stantes, il  est  clair  que  les  équations  (18)  subsisteront  et  con- 
tinueront avec  l’équation  (16)  à reproduire  l’équation  ( i)  par 
l’élimination  de  y,  et  de  z,.  Celte  équation  (16)  qui  renferme 
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ainsi  deux  constantes  arbitraires,  constitue  ce  que  Lagrange 
a nommé  une  intégrale  complète  de  l’équation  (i). 

7.  Pour  donner  une  application  de  ce  qui  précède,  consi- 
dérons l’équation 

Z — apq  = O, 
où  a désigne  une  constante.  On  a ici 

X=o,  Y =o,  Z=i , P= — aq,  Q= — ap,  Pp-^-Qq= — 2apq= — aa, 
cl  les  équations  à intégrer  sont 

f 

dx dy dz  dp dq  _ 

aq  np  as  p q ' 

on  trouve  immédiatement  les  quatre  intégrales  suivantes  : 

EL—  î.  — ïL  __ X — .V»  _ 

p*~  q>~  slJ.'  aq.  ~ ap,  ~ ’ 

et  on  élimine  tout  de  suite  p,  et  q„  entre  les  deux  dernières 
en  faisant  usage  de  l’equalion  s,  — ap,q,  = o;  on  a en  effet 


(y/z — y/z,y  _ (x — X,)  (r — ,r»)  _ (.r — X,)  (r — .r«) 

s,  ~ a’p,q,  ~ az. 

Si  donc  on  fait 

y — a[fz  — <[f{ÿ\)\'  — {x  — x,)(y—y,), 

l’intégrale  cherchée,  de  l’équation  z — apq,  sera  le  résultat 
de  l’élimination  de  y„  entre  les  équations 


V 

V = o,  ^=0. 

dy. 


§ II. 

8.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  l’inlé- 
Z 

grale J ^dx  conserve  une  valeur  finie  et  déterminée;  nous 

allons  nous  occuper  ici  de  cette  intégrale. 

Supposons,  pour  abréger,  que  l’on  ait  résolu  l’équation  (i6) 
par  rapport  à z et  que  l’on  en  ait  tiré  la  valeur  z = M,  M étant 
une  fonction  donnée  de  x,  y,  y„  z,.  Les  équations  («6)  et  (17) 
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qui  fournissenl  la  solution  cherchée  de  l’équation  (i)  seront 
plus  simplement 


(20) 

(21) 


z = M. 

(IM  (/M 

</j,  dz,  ~ 


et  les  équations  (i8)  qui  donnent  les  valeurs  de  p et  de  q 
seront 


(22) 


r/M 

^ ' dx'  ^ dy 


Pour  reconstruire  l’équation  proposée  (i),  il  faut  éliminer 
y,  et  Zt  entre  les  équations  (20)  et  (22);  par  conséquent  la  dif- 
férentielle totale  dF  du  premier  membre  de  cette  équation 
s’obtiendra  en  ajoutant  les  différentielles  totales  de  M — z, 


— p,  — q,  respectivement  multipliées  par  des  facteurs 

fl,  V susceptibles  de  faire  disparaître  les  différentielles  et 
dz,  qui  doivent  ici  être  regardées  comme  indépendantes;  on 
aura  donc 


JF  = 


( 


; 


<r*M 


,</M  rf’M 


et  les  facteurs  À,  fi,  » devront  vériQer  les  deux  équations  sui- 
vantes : 


rfM  , 

rf*M 

dy,~^^dxdy,  ' 

dydy,  °> 

rfM  rf’M 

</’M 

ï J— J—  =0. 
dydz^ 

De  l’équation  (23),  on  tire 

Z _ X 

p-  fl’ 

et,  à cause  des  équations  ( 24  ), 

r/’IM  </»M 
Z dx  dy,  dy  dz,  dx  dz,  dy  dy, 
~P~  </M  r/M 

dy,  dydz,  dz,  dydy. 
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Pour  avoir  l’intégrüle  dont  noua  avons  besoin,  il  faut  rem- 
placer dans  cetie  expression  r par  sa  valeur  tirée  de  l’équa- 
tion (2i)>  multiplier  ensuite  par  rfx,  et  intégrer  entre  lesli- 
initesx,  etx;  or  on  peut  éviter  l’élimination  de^en  procédant 
comme  il  suit,  bi  l’on  ajoute  au,  numérateur  de  l’expression 
2 

précédente  de  — p et  que  l’on  en  retranche  ensuite  la  quantité 

/^I\ 

\drj  rf’M  </’M 
/ f/  M \ dx  dz,  à y dz,' 

\lh.) 

il  vient 


/rfM 

rf>M 

JM  <TM  > 

1 Jr-r- 

d*M 

/JM  J*M 

_JM  J>M  \ 

dr 

th  Jr, 

ds„  dr  r/r, , 

Jz  J', 

rfr.  dr^iUJ  ' 

«M  /./M 

d’ M 

ti  M 

rf‘  M \ 

Jî.  \ih. 

Jr  Jx, 

di. 

‘t’-Jr  J 

mais  en  différentiant,  dans  l’hypothèse  où  x et  sont  seules 
variables,  l’équation  (21)  mise  sous  la  forme 


11  vient 

/r/M  r/’M 
\dz,  dxdy. 


r/M  o2M_\ 

dz.dydy.r-^' 


ce  qui  réduit  l’expression  précédente  de  — \<lx  a 


,,  r/M 

Z. 


,1  rfM 

' dz,  J , f/M 
^r/j=r/log— . 


Comme  la  fonction  M doit  se  réduire  à z,  pour  x=x,  ct_^=^-,, 
il  s’ensuit  que,  dans  la  même  hypothèse,  se  réduit  à 


l’unité.  On  aura  donc,  en  intégrant  l’équation  précédente  entre 
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les  limites  et  x. 


(a4) 


T' Z , , rfM 

-jf,  F'^  = '»«*;• 


9.  L’analyse  développée  dans  le  § 1 se  trouve  en  défaut 

Xr  2 

^dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et 

déterminée.  Ainsi  que  l’a  remarqué  M.  Bertrand,  cette  cir- 
constance se  présente,  non  pas  seulement  dans  quelques  cas 
particuliers,  mais  dans  le  cas  le  plus  général.  Et  en  effet 
il  suffit  généralement  d’attribuer  une  forme  convenable  à la 
fonction/(r)  ou/(j,)  ou  z,  pour  que  l’intégrale  dont  il  s’agit 
devienne  infinie.  Mais  je  dis  que  : 

Si  pour  une  forme  particulière  de  la  fonction  f {y)  l’inté- 

X*  Z 

•jj  dx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  déterminée 

les  formules  que  nous  avons  établies  deviennent  illusoires  et 
sont  impropres  à fournir  la  solution  du  problème  proposé. 
Celle-ci  est  donnée  dans  ce  cas  par  l'intégrale  complète  de 
Lagrange  qui  accompagne  L’intégrale  générale. 

On  voit,  en  effet,  par  l’équation  (â^),  que  si  l’intégrale 

X*  Z 

P rfx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  déterminée  pour 
une  certaine  forme  de  la  fonction /(_^  ),  la  dérivée  partielle 
devient  nulle,  infinie  ou  indéterminée  après  la  substitu- 


tion de  la  valeur  de  y tirée  de  l’éqüation  (ai).  Mais  alors  il 
est  évident  qu’on  ne  saurait  tirer  de  cette  équation  (ai)  une 
valeur  déterminée  de  y Se  réduisant  à y.  poura:  = j:.,  puis- 
que la  double  hypothèse  x = x„  y=y,  doit  réduire^  à 

dz, 

1 unité.  De  ce  qu  il  est  impossible  de  tirer  de  l’équation  (ai) 
une  valeur  déterminée  de  y se  réduisant  àj-,  pour  ar  = x.,  il 
faut  conclure  que  l’hypothèse  a:  = liûi  disparaître  7- du  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  et,  parce  que  celle-ci  est  sa- 
tisfaite quand  on  fait  à la  fois  x=.x„  y =.y„  \\  est  évident 
qu’elle  est  vérifiée  identiquement,  quel  que-soit  r,  quand 

6'  cd.-ll; 

n 
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on  J failÆ  =x,.  11  rôsulic  de  là  quc^,  dispâratl  de  l’équa- 
lion  (20)  quand  on  fait  x = x,,  car  la  dérivée  du  second  mem- 
bre par  rapport  à/,  est  identiquement  nulle;  cette  équation 
donnera  donc,  dans  cette  hypothèse  de  x=.x,, 

^=fir)’ 

puisque  nous  savons  qu’elle  a lieu  identiquement  quand  on 
fait  _r  = Jt,  z = z,,  et  que  l’on  a z,=f{y,).  Concluons  donc 
que  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous  occupons,  la  solu- 
tion du  problème  proposé  sera  donnée,  non  plus  par  le  sys- 
tème des  équations  ( 2o)ct(2i),  mais  parla  seule  équation  (20). 

10.  Nous  éclaircirons  ce  qui  précè<le  par  un  exemple.  Soit 
l’équation 

F = pz—  pqy-  aq  = o, 
où  a désigne  une  constante  donnée.  On  a ici 

X = o,  \=—pq,  z=p,  V~z—qy=*^,  Q=—py-\-a=—^] 

les  équations  simultanées  à intégrer  sont 

aq  pz  pqy  /»’  o ’ 
et  on  en  tire  sans  difficulté 


q=q„ 


— ; — -z-l » 

/>’  p\  aq. 


Î=£î-t-(x-ar.), 

P p.  P p. 


X— f, 

■! 

«• 


d'où,  en  remplaçant  p,  par  sa  valeur  — ^ 


— ?.,v. 


-zaq,[x  — x,Ÿ 

^ — ?.,>•»)+  — X,) 

^{^>—q>y»)'-\-^aq.[x—x,)'' 

P = - 

V(-=.—  q<)\)'+  2aq,{x  — x.) 

V=9«: 
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telles  sont  les  valeurs  de/,  z,  p,  q en  fonction  de  x,  r,,  z,,  q,. 
On  a ensuite 


P nq 


nq. 


et 


(z.—  q,y.f->r‘>.nq,{x  — x,) 

— r'^</.r  = ioy-  g»r. 

Jx.  ' V(*.— — J-.) 

Jr*  z 

' p-  dx  devient  inPinie  si  l’on  a 
dz,  z, 

^ «r.  r. 

dans  ce  cas,  la  valeur  de,  z,  est 


z,  = a/,,  d’où  g,  = a, 

a désignant  une  constante  arbitraire. 

Mais,  si  l’on  suppose  à z,  cette  valeur,  nos  formules  de- 
viennent illusoires,  car  elles  donnent  pour  / et  pour  z les 
valeurs 

X=  — ^^[x  — x,),  z z=^^{x  — x,), 

qui  sont  indépendantes  de  r.. 

Eliminons  q,  entre  les  deux  équations  qui  donnent  les  va- 
leurs de  X et  de  z.  On  tire  de  res  équations 

•r  * — /I  3 

z Tt-  q,x  = — * ••*■...  , 

q(z,  — q.x.y  ■îaq,{x  — X,) 

z — q,x=  — q,x,y  + faq,(x  — x,y, 

cl  par  la  multiplication, 

2’— = 

au  moyen  de  quoi  la  deuxième  équation,  élevée  au  carré,  se 
réduit  à 


— rî)  = {>’2  — >-,z,)-t-fl(ar  — a:,). 

L’élimination  de  q,  entre  ces  deux  dernières  équations  so 

■7- 
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fait  imnicdiatCment;  on  trouve 


ou 

c’est  l'équation  que  nous  avons  désignée  en  général  par  V = o; 
on  en  tire 


formule  dont  le  second  membre  est  la  quantité  désignée  par 
M.  On  vérifie  aisément  que  l’équati9n 

dM  <fM 

donne  la  valeur  de  x obtenue  précédemment,  et  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  la  dérivée  4^  on  trouve 

dzt 


rfM  Z,  — q,y, 

+ 9*>* Y -X  ^aq,[x  — x,Ÿ 

ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  généraux  déduits  de  notre 
théorie. 

Si  l’on  pose  z,  = a.y,  dans  notre  équation  a = M,  elle  devient 


« (j  - J-.) 

A 


cette  valeur  de  z satisfait  à l’équation  proposée  en  regardant 
a et  y,  comme  des  constantes  arbitraires;  d’ailleurs  elle  se 
réduit  à 


z = a J, 

pour  x = x,\  donc  elle  donne  bien  la  solution  du  problème 
proposé,  dans  le  cas  où  l’on  suppose  la  fonction  f[y)  égale 
à ay. 

§ III. 

11.  I41  méthode  de  Cauchy  s’étend  au  cas  d’un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes;  nous  allons  développer 
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le  cas  où  ce  nombre  est  égal  à 3,  on  verra  sans  peine  que  nos 
raisonnements  ont  une  généralité  absolue. 

Soit  donc 


(•) 


¥(x,  y,  Zy  U,  p,  q,  r)  — o 


l’équation  proposée,  dans  laquelle  a est  une  fonction  in- 
connue des  trois  variables  indépendantes  x,  y,  z et  où  p,  q,  r 

désignent  les  dérivées  partielles 

Il  s’agit  de  trouver  une  fonction  a qui  satisfasse  généralement 
à l’équation  ( i ) et  qui,  pour  x = x„  se  réduise  à une  fonction 
donnée  f[y,  z)  des  deux  variables  y et  z.  Ainsi  l’on  aura  en 
même  temps 


x = x„  u=f[y,z). 


dz 


Nous  introduirons  ici  deux  fonctions  actueliement  indétermi- 
nées y%y  z,  des  variables  x,  y,  z,  en  sorte  qu’on  pourra  considé- 
rer inversement  y et  z comme  fonctions  Aex,y„  z,-,  et  alors 
a,  p,  q,  r seront  aussi  des  fonctions  de  x,  y„  z,.  Donc,  à 
cause  de 


on  aura 

(») 


du  = pdx  qdy  ->rrdz. 


du  dy 


dz 

^Tx' 


(3) 

(4) 


du dy 

dy,  ~ ^ dy. 


du dy  dz 

dz,  ^ dz,  dz. 


Différentions  les  équations  (a)  et  (3)  par  rapporta  x et  re- 
tranchons respectivement  les  équations  résultantes  do  celles 
qu’on  obtient  en  différentiant  l’équation  (a)  par  rapporta/,  et 
par  rapport  à z, , on  aura 

■ r,  . ( dr  dz  ‘dr  dz\ 

dy,  \dx  dy,  dy,  dx)  ^ \3x  dy,  dy,dx)' 

(6) 

dz,  \dxdz,  dz,dx)  \dx  dz,  dz,dx)’ 
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Désignons  maintenani  par 

,/F  = \dx  -+-  Y </)•  + 'ldz  + y^du  +Pdp  -i-Qdq  + R</r 


la  diffcrentieUe  toule  du  premier  membre  de  l'équalion  (0; 
on  aura,  en  différenlianl  celle  équalion(i)  par  rapport  à r. ei 
par  rapport  as.. 


(7) 

(8) 


dy,  dr,  dr, 
dr  „ dz  ,,  du 


el  si  l’on  porte  dans  ces  équations  ( 7 ) et  ( 8 ) les  valeurs 

^E-  Urées  des  équations  (3),  (4).  (5),  (6), 
(ly\  dz%  uZt 

viendra 


de 

il 


(9) 

(10) 


('  Ê)  J:  *’ 


<îr\  àt 

Z^) 

dr\  ^ 
dx)  d\ 


(' 


Zjdr, 

ir 

it. 


= c, 


= 0. 


Or,  comme  les  fonctions  dex,jr„  s,  qui  expriment  lesvaleurs 
de  y et  de  s sont  entièrement  indéterminées,  nous  pouvons 
les  assujettir  à satisfaire  aux  deux  équations 


('!) 

(la) 


Q-P^  = o. 


et  à se  réduire  en  outre  pour  x = x,  à des  fonctions  quel- 
conques données  de  y,  et  de  s..  Nous  choisirons,  pour  ces 
fonctions  données,  les  quantités  y„  z,  elles-mêmes,  en  sorte 
que  l’on  aura  en  même  temps 

x=x„  z=z„  u = u„  p=p>,  9 = q»*  r=r„ 


en  posant 


u,=f{y„  Z. ), 


df{y„  «•) 

■ J—’ 


r. 
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et  on  désignant  par  p,  une  quantité  déterminée  par  l’équî^tion 

r»  P»  r,)=o. 

Les  équations  ( 1 1 ) et  ( 12  ) réduisent  les  équations  ( 9 ) et  ( 10)  à 


(.3) 


j(ï+ü,+pg)^+ 


^Z  + Ur  + P 
^Z-»-Ur+P 


dr\  dz  

àx)'3ÿ,~ 


dr\  dz  

Ux)  dz,  **' 


On  ne  saurait  avoir 


(•4) 


dy  dz  dy  dz 
dy,  dz,  dy, 


car  autrement  il  existerait  une  relation  entre  x,  y,  z.  On  a,  en 
effet, 


dy 


dy 


dy 


dz. 


J dz  , dz  , dz  , 


dz. 


si  l’on  retranche  ces  équations  l'une  de  l’autre,  après  les  avoir 

multipliées  respectivement  par  ^ et  > il  viendra,  à cause 

dz^  (tz^ 

de(i4). 


dy  dz 
dx  dz. 


dz  dy\ 
dx  dz,  / 


dx, 


équation  qui  suppose  une  relation  entre  x,y,  z,  car  les  dérivées 
et  peuvent  être  nnlles  en  même  temps. 

D'après  cela  les  équations  ( 1 3 ) donneront 


(i5) 

Y+Ü7+P^=o, 

(r6) 

Z-+-ür+P^,  = o; 

en  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  à trouver  six 
fonctions  J,  z,  u,  p,  q,  r des  variables  .r,  y„  z»,  qui  satisfassen' 
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aux  huit  équations  (i),  (2),  (3),  (4).  (••)>('^)>  ('5).  (>6)  et 
qui  se  réduisent  simultanément  à y„  z„  u„  p„  q„  r„  pour 
x = x,. 

12.  Mais  les  équations  (i),  {2),  {1 1),  {12),  (i5),  (i6)sufTisent 
pour  la  complète  détermination  des  inconnues  y,  z,  u,  p, 
q,  r;  il  faut  donc  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient  satisfaites 
d’elles-mêmes,  et  c’est  ce  qu’on  peut  établir  aisément  en  ré- 
pétant le  raisonnement  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  au  § I. 
Supposons  donc  qu’on  ait  tiré  des  équations  (i),(  2),  (11),  (12), 
(i5),  ( 16)  des  vaieurs  de  y,  z,  u,  p,  q,  r fonctions  de  x,  y„  z„ 
et  se  réduisant  respectivement  à z„  u„  p„  q„  r,  poura:=j:,. 
Désignons  par  I et  J les  différences  entre  les  deux  membres 
des  équations  ( 3}  et  (4  ),  on  aura 


{■7) 

du  dr  dz  , 

—, — — q -J 1-  r—j 1- 1, 

dy,  ’ dy,  dy. 

(18) 

du  dy  dz 

Si  l’on  différentie  ces  équations  par  rapport  à a:  et  qu’on  en  re- 
tranche ensuite  respectivement  les  équations  qu’on  obtient  en 
différentiant  les  équations  (2)  par  rapport  àj,  et  par  rapporta 
z„  on  aura,  au  lieu  des  équations  (5)  et  (6), 

y^dp  __  (dq  dy  dq  dy\  / dr  dz  dr  dz\  .dl 

('91  J J.' 

.dp /dq  dy  dq  dy\  Idr  dz  dr  dz\  dJ 

dz,  v/x  dz,  dz,  dx)  \</x  dz,  dz,  dxj  dx 


Si  l’on  porte  ensuite  dans  les  équations  ( 7)et(H)lcs  valeursde  ^ > 

tirées  des  équations  (17),  (18),  {19),  (20),  on 

aura  deux  équations  qui  ne  différeront  des  équations(9)et(io) 
respectivement  qu’en  ce  que  leurs  premiers  membres  contien- 
dront les  nouveaux  termes  P ^ -f-UI  et  P ^ -f-UJ.  Et 

dx  dx 


comme  tous  les  autres  termes  des  équations  que  nous  consldé- 
ronsdis[)araissent  en  vertu  des  équations { 1 1),  (12),  (i5),{i6),  on 
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aura  simplement 

pg  + UJ  = o,  • 


d’où  l’on  tire 

I = I,c 


-O-  ■ 

, J = J,e  *• 


dx 


en  désignant  pari,  et  J,  les  valeurs  de  I et  de  J pour  x = x,.  On 
reconnaît  immédiatement  que  I,  et  J,  sont  nuis  et  l’on  a par 
conséquent 

1 = 0,  J = 0, 

pourvu  que  l’intégrale 
déterminée. 


r 


ü . 

-p  ax  conserve  une  valeur  finie  et 


13.  D’après  ce  qui  précède,  il  nous  suffit  de  considérer  les 
six  équations  (i),  (2),  (11),  (12),  (i5),  (16).  On  peut  même 
remplacer  l’équation  (i)  par  sa  difrércntiellc  relative  à x, 
savoir  : 


dz 


, du 


dp 


dr 


qui,  en  remplaçant  Q»  Y,  Z,  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (2),  (ii),  {12),  (i5),  (16),  devient 


(21)  X-|-U/>-t-P^  = o. 

Le  problème  est  donc  ramené  à trouver  au  moyen  de  six  des 
sept  équations(i),  (2),  (1 1),  (12),  (i5),  (16),  (21)  des  valeurs  do 
y,  Z,  M,  p,  q,  rse  réduisant  respectivement  à/„  z„  u„p„  q„  r, 
pour  x = x,. 

Les  équations  (2),  (ii),  (la),  (i5),  (i6),.(2i)  sont  en  réalité 
aux  dérivées  partielles,  mais  comme  elles  ne  renferment  point 
les  variables  y„  z„  on  doit  les  traiter  comme  des  équations 
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différentielles  ordinaires.  Ces  équations  sont  comprises  dans 
la  formule  unique 

, ^ dx  dy  dt  du  —dp  — dtf  — dr 

.«)  > “ q"  “ "r  “ P/>-t-Q9-t-Rr  “ ~ Y-t-Uy  — 7,-+-Ur  ’ . 

% 

et  l’une  d’elles  peut  être  remplacée  par  l’équation  (i). 

Si  le  premier  membre  de  l’équation  proposée  est  linéaire 
par  rapport  aux  dérivées  p,  q,  r,  les  quantités  P,  Q,  R sont 
indépendantes  de  ces  dérivées,  et  l’on  a F=P/>4-Q? + R»"— V, 
V étant  comme  P,  Q,  R fonction  de  x,  y>  “•  Dans  ce  cas 
les  trois  premières  des  équations  contenues  dans  la  for- 
mule (i4)>  savoir 

dx dy dz du 

P “ "Q 

permettent,  sans  le  secours  des  autres,  de  déterminer  y,  z,  u 
en  fonction  de  x,  y,  et  z„  On  est  ainsi  ramené  pour  le  cas 
des  équations  linéaires  à la  règle  connue  (voir  Note  1). 

li.  Supposons  que  de  six  des  sept  équations  comprises 
dans  les  formules  (i)  et  (22)  on  ait  tiré  des  valeurs  de  y,  z, 
U,  p,  q,  r se  réduisant  respectivement  k y„  z„  u„  p„  q„  r„ 
pour  x=x,\  soient 

=/  ( 3!,y„  z„  u„  q„  r,). 

* ~ J’i^ty»  Wt,  q»t  c»), 

U =f,(x,y„  z„  u„  q„  r,), 

P —f  ( “♦*  ?•*  '■•)» 

q ~~  î*»  ^®)* 

r ( Xf  {/,,  Ço,  r*a), 

ces  valeurs;  nous  supposons  que  p.  ait  été  remplacé  dans  ces  ex- 
pressions par  la  valeur  tirée  de  l’équation  F (x„y„  z„p„  q„  r,)=o. 
Les  trois  premières  équations  du  systenie  (a3)  donneront  la  so 
lution  du  problème  proposé,  si  l’on  y remplace  u.,  q»,  r,  par 

f{y„z,).  — ‘1  maisréliminationdey,  etdez, 

entre  ces  trois  équations  ne  sera  possible  en  général  que  si 
l’on  attribue  à la  fonction/ une  forme  déterminée. 

Si  l’équation  proposée  (1)  n’est  pas  linéaire  par  rapport  aux 
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dérivées  p,  q,  r,  les  valeurs  prccédcnles  de  r,  z,  u ne  pouveni 
être  toutes  les  trois  indépendantes  de  q,  et  de  r,;  car  si  cela 
avait  lieu,  on  pourrait  tirer  des  trois  premières  équations  (-*3) 
des  valeurs  de  z„  «.  de  la  forme 


r.  3,  m),  Z,=  Z,  u),  o(x,  J,  2,  «), 

et  l’intégrale  cherchée  de  l’équation  (i)  serait 


°=/{?i  'I')» 

forme  qui  ne  peut  convenir  qu’à  l’intégrale  d’une  équation 
linéaire.  Nous  ferons  en  conséquence  abstraction  de  ce  cas. 


15.  Au  moyen  des  formules  ( 
deviennent 


\4r,  dr,4r,)  \4r.'^  duj‘  dit^dr,  dr,4r,) 

. f (if,  if,  . if,  i-,  \ 

iÿ-. + ÂT.  dii,  -*•  Â-  4F.  ; ’ 

\i*,~^  if,  il.i*,  *•,*,/  \Jr,  du/>'^  d^,  dt,  dr,dtj 

\<t*.  ^ i<‘.  ' il.i*.  ir.  dt.  ) ’ 


ces  équations  doivent  être  identiques;  par  suite  les  termes  qui 

contiennent  les  dérivées  ^ ^ doivent  se  dé- 

ay,  dz,  dy,  dz, 

truire  mutuellement;  on  a donc 


Les  deux  dernières  équations  do  ce  système  montrent  que 
si  les  expressions  de  deux  des  variables  y,  z,  u sont  indépen- 
dantes de  q,  ou  de  r„  la  troisième  expression  est  elle-même 
Indépendante  de  q,  ou  de  r,.  Plus  généralement,  on  déduit  des 
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deux  dernières  équations  ( ) 

^q,  dr,  dr,dq,  ''‘\dq,  dr,  dr,dq,) 

dq,  dr,  dr,dq,  '^'\dq,dr,  dr,dq,J 

d’où  il  suit  que  si  l’un  des  déterminants 

dq,^,  dr,dq,’  dqtïïF,  dr,dq,*  dq,dr,  dq, 
est  nul,  les  deux  autres  sont  nécessairement  nuis. 

16.  Nous  supposerons  d'abord  que  ces  déterminants  ne 
sont  pas  nuis;  dans  ce  cas  deux  quelconques  des  trois  pre- 
mières équations  (23)  peuvent  être  résolues  par  rapport 
à q,  et  r«.  Faisant  donc  l’élimination  de  q,  et  de  r,  entre  ces 
trois  équations,  on  aura  une  équation  résultante  que  je  re- 
présenterai par 

(25)  \(x,y,z,u,  jr„  z„  u,)  = o ou  V=o. 

Prenons  la  différentielle  totale  de  cette  équation  (25)  et 
remplaçons  dans  cette  différentielle  du,  ^a.Tq,dy,  -i-  r,dz„  du 
par  pdx  -t-  qdy  ■+■  rdz, 

il  viendra 


(a6) 


/d\  rfV\  , /rfV  <IV\  . fd\  . dV\  . 

/d\  dV\.  /dV  d\\^ 

+ (dT.  (s;  3ïJ  ' 

mais  les  deux  premières  équations  (3)  donndbt 

dx  \(<r,  du,^'  <^,4r,  dr,dx,)  ’ \ds,'^ du,  * dlj.dt,  dr,dt.) 


portant  ces  valeurs  de  dy  et  dz  dans  l’équation  (26)  et  égalant 
ensuite  à zéro  les  coefficients  des  différentielles  restantes 
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dx,  dy„  dz„  il  viendra 


/d\  d\\  /d\  dV\df,  /dV  d\\df. 

(ïJ  Â7 j ( 5F  ’ dï j rfl ( d7-+- '■  j â?  = 

\dj,'^^'du,)'^\df'^^  da)  d<!,dr,^  dr.drj 


(27)  { 


ds  du/\djr,  du,^'  dij.dx,  dr,dxj 

/d\  d\\  /dV  d\\(dr,  df,  df,dq,  d/,dr,\ 

\dl,'*~'^’  duj~^\dr  du)  \d*,'*'du,’^'"^dî,  de,"^  dt  .dtj 

\d*  du)\dt,  du,  * df,  df,  dr,dt,) 


Ces  équations  ( 27  ) doivent  être  identiques  en  vertu  des 

équations  ( 23),  et  comme  celles-ci  ne  renferment  pas  les  déri- 

, da,  dq,  dr,  dr,  . , , . , 

vecs  ^~'dÿ-'  Hz"*  * termes  multiplies 

par  ces  dérivées  dans  les  deux  dernières  équations  ( 27  ) se  dé- 
truisent mutuellement,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 


( 

(d\  d\\  df,  ld\ 

\dy'^^  du)  dr,~^\dz' 


dy  du  } dq. 


/dV 

\dz 


d\\  df,  _ 
''du  ) dq,~°’ 

ày\ df  _ „ 

'' du)  dr,~  ’ 


et,  comme,  par  hypothèse,  le  déterminant 
n'est  pas  nul,  on  aura  nécessairement 


df  df  _dj^^ 
dq,  dr,  dr,  dq. 


(28) 


rfV 


d\ 


= T77  + '--;7;:-®> 


dV 

dz 


du 


et  les  équations  { 27  ) donneront  ensuite 

rfV 


, , d\  d\  

-dd-^P-dd=^’  = 


du 


d\ 

'du. 


dV 

dz. 


rfV 

r,  -J—  = O. 
au. 


Les  équations  (25),  (28),  {29)  déterminent  les  valeurs  de 
y,  Z,  U,  p,  q,  r,  et  en  conséquence  elles  peuvent  suppléer  les 
équations  ( 23  ).  En  particulier  si  l'on  remplace  u,  par/(/„  z,), 
l'intégrale  demandée  de  l'équation  (i)scra  le  résultat  de  l'éli- 


/ 
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mination  de  r$  et  de  z,  entre  les  trois  équations 


(3o)  V=o.  (^)  = o-  (£)=°* 

en  désignant  ici  par  dérivées  partielles 


de  V prises  par  rapport  à x»  après  la  substitution  de 

fir»  “•)  à U- 


17.  On  voit  que  la  seule  équation 

V = o 


satisfait  à l’équation  proposée  (i),  si  l’on  y regarde  y»,  x„  u, 
comme  des  constantes  arbitraires.  En  effet,  dans  la  solution 
générale  que  nous  venons  de  développer,  on  reconstruit  l’équa- 
tion proposée  en  éliminant  j„  Z,  et  «,  entre  l’équation  (a5),  les 
équations  ( 28)  et  la  première  équation  ( ag  ).  Or,  si,  au  lieu  de 
considérer^*,,  z„  u,  comme  des  variables  assujetties  à satisfaire 
aux  deux  dernières  équations  (29),  on  traite  ces  quantités 
comme  des  constantes,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  p,  q,  r 
tirées  de  l’équation  ( 25  ) seront  données  par  les  mêmes  équa- 
tions qui  continueront  avec  l'équation  (aS)  à reproduire 
l’équation  (1).  Cette  équation(25),  qui  renferme  trois  constantes 
arbitraires,  est  l’intégrale  complète  associée  à l’intégrale  géné- 
rale qui  est  représentée  par  les  équations  ( 3o  ). 

On  voit  aussi  que  l’équation  proposée  ( 1 ) est  satisfaite  1°  par 
l’équation  qui  résulte  de  l’élimination  de  y,  entre  les  deux 
seules  équations 


si  l’on  y regarde  z,  comme  une  constante  arbitraire;  a”  par 
l’équation  qui  résulte  de  l’élimination  de  z,  entre 


si  l’on  regarde  _r*  comme  une  constante  arbitraire.  Car,  pour 
le  calcul  des  dérivées  p,  q,  r,  l’hypothèse  de  z.  ou  de  y,  con- 
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slaiiie  équivaut  éviclenunenl  à l’hypollièse  de 


de 


= O.  Chacune  des  deux  solutions  particulières  que 


l’on  obtient  ainsi  renferme  une  fonction  arbitraire,  mais  cette 
fonction  ne  dépend  que  d’une  seule  quantité  variable. 

Enfin,  si  l’on  considère  y,  et  z,  comme  des  paramètres  liés 
entre  eux  par  une  relation  quelconque,  on  aura  encore  une 
solution  de  l’équation  (i)  en  éliminant,  par  le  moyen  de  cette 
relation,  y,  et  z,  entre  les  deux  équations 


V = o, 


/^\  /^\ 

\dy,}~^\dz,)  dy. 


O. 


Tous  les  résultats  qui  précèdent  sont  compris  dans  un  théo- 
rème plus  général  que  nous  établirons  plus  loin. 


18.  Comme  application  de  ce  qui  précède,  considérons  l’é- 
quation 

U — apqr=o, 

dans  laquelle  a désigne  une  constante.  On  a ici 

Xs=o,  Y = o,  Z = o»  U = i,P  = — aqr^  Q s=s  — apr^  R = — 

Vp~i-  Qi;-hRr  = — 3i/jyr  = — 3 
les  équations  à intégrer  sont 

dx  dy  dz  du ^ dq dr 

aqr  apr  apq  3«  p ~q  T’ 

et  l’on  trouve  de  suite  les  intégrales 

J - ?.  1 

iP  _ 9 _ r X—  X,  _ y— y,  _ z — z,  \ «’  — mJ 

P*~  q»~  r,~~  aq,r,  ~ ap,r,  ~ ap,q„  “ â \ ' 

■ 

Chassant  p,  au  moyen  de  l’équation  u, — ap,q,r,  = o,  il  vient 


y — y,: 


n, 

aqlr. 


(x—x,). 
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L’éliminalion  de  q,  et  de  r,  cnlre  ces  trois  équations  se  fait 
immédiatement;  on  trouve 

a (m*’—  «]  ) = 8(x  — x,){y—x,  ) ( a — s,), 
et  si  l’on  pose 


V = «|  «*  — [/(/.,  2.)]*|  — Six  — x,){y—x.){z  — z,), 

l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée  sera  le  résultat  de 
l'élimination  de  y,  et  de  z,  entre  les  trois  équations 


-,  d\  d\ 

on  aura  en  outre  les  solutions  particulières  suivantes:  i”V  = o 
dans  l’hypothèse  de/,,  z„  u,  =f{y„  z,)  constantes;  2“  V = o 
dV  d\ 

^ =0  dans  l’hypothèse  de  constante;  3“  V=o,  ^ =0  dans 

d\  d\ 

l’hypothese  de/,  constante;  4“  V = o,  ^ ÿ'(/,)  = o, 

dans  l’hypothèse  de  z,  = ç(/,). 

19.  Revenons  maintenant  aux  équations  ( 24  ),  et  supposons 
que  les  déterminants 


dq,  dr. 


dr,  dq,' 


dq,  dr. 


dr,  dq,' 


dq,  dr. 


dr,  dq. 


soient  nuis.  Nous  avons  vu  que  si  les  fonctions/,  et  / sont 
l’une  et  l’autre  indépendantes  de  q,  et  de  r„  la  fonction  / est 
aussi  indépendante  des  mûmes  quantités  et  que  cette  circon- 
stance se  présente  seulement  dans  le  cas  où  l’équation  pro- 
posée est  linéaire,  cas  dont  nous  avons  fait  abstraction.  Nous 
pouvons  donc  supposer  que  / dépend  de  l’une  au  moins  des 
quantités  q,  et  r,;  alors,  de  ce  que  les  déterminants  dont  il 
s’agit  sont  nuis,  il  résulte  que  / et  / sont  des  fonc- 
tions de  / qui  peuvent  d’ailleurs  contenir, dans  leur  expres- 
sion, X,  /„  z„  Soit  donc 

(3')  / = |(/,  X,  /„  z„  U,),  = x,y„  z„  «,); 
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en  porlanl  ccs  valeurs  dans  les  «H|iialions  (a.}},  et  en  remarquant 

que,  d’après  notre  hypothèse,  l’une  au  moins  des  dérivées 

r//i  df,  , , , 

-7-  est  differente  de  zéro,  on  aura 
(tq,  ar. 


puis 


r f , f 

— A 4- y. 


«’L  . d'ij  ÿ,  / «©  do  \ 


dz.' 


d-!f 
' du 


et  en  éliminant  /,  entre  ces  deux  dernières,  il  vient 


(3a)  cap 


tl  L tî'^  \ /d  à d Y d tl  ÿ\  / d 'L  d z> 


d P d ç 


0. 


Les  déterminants 


df  d d d'^  d^  d'^  dt^ 

dy,dz,  dz,<ly„'  du^dz,  dz,  du,' 


d !f  d<f  d-h  d^j 

dy,  du,  du,  dy„ 


ne  peuvent  être  nuis  tous  les  trois,  car  si  cela  avait  lieu,  on 
déduirait  des  équations  (3i)  une  relation  déterminée  entre  x, 
f,fj,  fi  ou  entre  x,  y,  z,  u.  Donc,  à cause  de  l'équation  {3a), 
l’un  au  moins  des  deux  derniers  déterminants  est  différent  de 
zéro,  et  en  conséquence  les  équations  (3i)  pourront  être  ré- 
solues soit  par  rajqiort  à u,  et  z„  soit  par  rapport  à u,  et  y,-, 
nous  admettrons  la  première  hypothèse,  et  nous  poserons 

,33,  j „.  = T(.r, 

( r,  = <l>{.r,  y,  z,  u,  y,). 


Ces  équations  peuvent,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  être  sub- 
stituées à la  deuxième  et  à la  troisième  des  équations  (s3).  Si 
on  les  différentie,  puis  que  l’on  remplace  du,  par  q,dy,+  r,dz„ 
du  par  pdx-yqdr-y  rdz,  et  qii’ensuite  on  élimine  dz  entre 
G'  cJ.  II.  ^ ,8 
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li's  (■qualions  rôsullaïUos,  il  vient 


d<\ 

di  I 


d 1> 

l/X 

'Z'ï> 

ds  ^ du 


if  T ^- 


d 


di> 


it  «I» 


I — 


ds^  =0. 


Si  l’on  remplace  dans  cette  équation  (34)  </>■  par  sa  valeur 
tirée  de  la  première  équation  (23),  savoir 

y — ^9  9 1*0 ), 

les  coefficients  des  différentielles  restantes  dx,  dy,,  dz,  se- 
ront identiquement  nuis  en  vertu  des  équations  (?.3).  Or  la 
fonction  /.  dépend,  comme  m5us  l’avons  vu,  de  l’une  au  moins 
des  quantités  g,,  r,;  donc  l’expression  de  dy  contiendra  les 

dq,  

(/)•,’  dz,  dy,'  dz,' 
séquence  disparaître  d’elles-mêmcs,  et  cela  ne  peut  arriver 
que  si  le  coefficient  de  dy  est  identiquement  nul  dans  l’équa- 
tion ( 34  ).  Donc  les  coefficients  des  quatre  différentielles  sont 
nuis  et  en  les  égalant  à zéro  on  obtiendra  quatre  équations 
qui,  avec  les  deux  équations  (33),  formeront  un  système 
équivalent  au  système  (a3).  Les  quatre  équations  dont  nous 
venons  de  parler  peuvent  s’écrire  comme  il  suit  : 


, '■  »#0  dq,  d r,  d r,  , , . , , , 

dérivées  -^9  ou  -j— » -7—;  ces  dérivées  doivent  en  con 


(35) 


(36) 


d'V  d'y 

itx  du 

^/<^  di 

dx  ^ du 


f/T 

f/T 

f/T 

f/T 

dy 

dz 

(i't> 

d<t>  ~ 

~ f/<l> 

d’î’ 

dj- 

dz 

-4-  C-7- 
dii 

f/<t> 

f/T 

7o-l-  l't  -J—  — -7 — 

dy,  dy. 


L’équation  (36)  donnera  la  valeur  de  y,  et  les  équations  (35) 
détermineront  p,  q,  r. 

On  voit  que  l’équation  (36)  n’est  autre  chose  que  la  déri- 
vée de  la  première  équation  (33)  par  rapport  à y„  prise  en 
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regardant  «,  comme  fonction  do  y,  et  de  et  Zt  comme  une  ■ 
fonetion  de  r,  déterminée  par  la  deuxième  équation  ( 33  ).  Si 
donc  on  pose 

(3^)  \=f[y,,<i.[x,y,z,ii,y,)]  — '{'[x,y,z,u,x,), 

l’intégrale  cherchée  île  l’équation  ( i ) sera  le  résultat  de  l’éli- 
mination de  r«  entre  les  deux  équations 

(3K)  • V=o.  1(^=0.  • 

dy. 

20.  On  reconstruit  l’équation  proposée  (i)  en  éliminant 
>•,  entre  les  deux  premières  des  équations  contenues  dans  la 
formule  (35);  il  s’ensuit  que  la  seule  équation 

{39)  V=o  • 

satisfait  à l’équation  proposée  si  l’on  y regarde  comme  une 
constante  arbitraire.  En  effet,  en  différentiant  l’équation  (3q) 
dans  cette  hypothèse,  on  reproduit  les  deux  premières  équa- 
tions (35),  et  celles-ci  continueront  à reproduire  l’équation 
proposée  par  l’élimination  de 
Cette  solution  (3g),  qui  s’adjoint  ici  à l’intégrale  générale  (38), 
tenferme  une  fonction  arbitraire  ; mais  il  faut  remarquer  que 
cette  fonction  arbitraire  ne  dépend  que  de  la  seule  quantité  va- 
riable 4>. 

21,  Pour  donner  un  exemple  du  cas  que  nous  venons 
d’examiner,  considérons  l’équation 

¥ = p-yrz  — 9’=o; 

on  a ici 

P=i,  Q = — %q,  R = z,  X = o,  V = o,  Z=r,  U = o, 

et  les  équations  qu’il  faut  intégrer  sont 

dx  — dy  dz — du dp dq — </»■_ 

1 iq  Z (/’  O O r ’ 

18. 
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puis 


y — _>•„=— i‘  — «.= — — •*'.) 

et 

r=r,e-^^-‘-\ 

On  a donc,  entre  z,  h,  j,,  s„,  h,  les  deux  équations 
(r— r,)* 


• 4(^  — X.) 

et,  par  conséquent,  si  l’on  pose 

V=  «— /(  j„  J e-f»-*»)) - 


'(r-r.)’ 

4(x X.) 


l’intégrale  cherchée  de  l'équation  proposée  sera  le  résultat  de 
l’élimination  de  y,  entre  les  deux  équations 

..  d\ 

\ = o,  ^=o; 


on  vérifie  en  effet  facilement  que  la  seconde  équation  donne  la 
valeur  de  y,  qui  a été  écrite  plus  haut. 

Enfin  si  l’on  regarde  r,  comme  une  constante  arbitraire,  l’é- 
quation V=o  fournira  une  nouvelle  solution  de  l’équation 
proposée: 


§ IV. 


22.  Dans  ce  paragraphe  nous  allons  nous  occuper  de  l’inté- 


grale 


I 


• dx  et  étudier  les  cas  où  elle  cesse  d’avoir  une  valeur 


finie  et  déterminée. 

Nous  examinerons  d’abord  le  cas  où  l’intégrale  cherchée  de 
ré<|uation  (i)  est  représentée  par  un  système  d’équations  de 
la  forme 


V = o, 


d\  d\ 


‘H 

dz^ 
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nous  supposerons,  pour  abréger,  que  la  première  équation  soit 
résolue  par  rapport  à u cl  l’on  aura  plus  simplement 


(4o)  « = .M, 


f/M  . f/M  r/M 

“1 ^ V»  ~ O > “7 — 

<4r„  ^ titi^  tizt 


M étant  une  fonelion  donnée  de  x,y,  z,y,,  z,,  les  valeurs 
de  p,  r seront  ensuite  données  par  les  équations 


(40 


r/M 
'(>•  ’ 


Pour  reconstruire  l'équation  proposée  (i),  il  faut  éliminer 
Vo,  -ï»,  K,  entre  les  équations  (40  el  la  première  équation  ({o); 
par  conséquent  la  différentielle  totale  dV  du  premier  membre 
de  celle  équation  s’obtiendra  en  ajoutant  les  différentielles 


totales  de  M — «, 


'/M  </M  JM 

^ P’  77â — •’especlivcment 


multipliées  par  des  facteurs  1,  (jl,  »,  p susceptibles  de  faire  dis- 
paraître les  différentielles  dy„  dz„  du,,  qui  doivent  être  regain 
dées  ici  comme  indépendantes.  On  aura  donc 


J’M 

f/'M 

J’M  ' 

■ \ lü 

‘ dx^ 

-H  » 

dxdy 

-j~  û —, r- 

‘ dxdz , 

) dx 

J’M 

d’M 

J’M  1 

dxdy 

-4-v 

^ d ydz  ) 

1 '<>• 

J>M 

J^M 

J^M\ 

dxdz 

-l-v 

dy  dz 

+ ^ J?) 

dz 

-fl  dp  — y d(]  — p dr. 


et  les  facteurs  "k,  ft,  »,  p devront  satisfaire  aux  trois  équations 
suivantes: 


d M 

J’ M 

J’M 

J"M 

dy. 

dxdy,  ^ 

* rft  Jr, 

-t-P 

JiJy.,  ° 

. JM 

J’M 

J’M 

J’M 

* dz. 

H-, El 

tiydZt 

dzdz,-"'' 

. JM 

J’M 

d‘V 

J’M 

' du 

H- U 

dxdii. 

drdu. 

-)-p 

dzi/u,  ^ 
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On  lire  de  l’équalion  (4a) 

(44)  Hrf.r  = — -f/jr, 

r U 

et  les  équations  (43)  donnent,  par  l’élimination  de  X,  à cause 
des  deux  dernières  équations  (4o), 

1/  a*M  \ / a’M  </‘M  \ / d'M  d’M  \ 

^ \ J)  <tr,^  V**  iis  du, 

/ d‘M  d’M  \ / d'W  JÎM  \ /d’-st  d'M  \ 

Or  si  l’on  considère  r et  2 comme  des  fonctions  de  x déter- 
minées par  les  deux  dernières  équations  (4o),  il  est  clair  que 
les  équations  (45)  seront  satisfaites  en  posant 


U = dx , » r=  dy,  P = dz , 

puisqu’elles  expriment  alors  les  différentielles  des  équations 
(4o);  l’équation  (44)  nous  donne  en  conséquence 


X; 


la  dernière  des  équations  (43)  donne  ensuite 


dx 


Et,  comme  la  dérivée  doit  se  réduire  à l’unité  quand  on 

fait  x = x,,  y=y,,  2 = 2,,  puisque  M se  réduit  alors  à 
on  aura 


(4fi) 


r/x  = log^. 


*23.  On  voit  par  là  iiue  l’intég 


™le£  ï 


ilx  ne 


oir  inlinic  ou  iii<léterininée  ((ue  si  l’on  altribue  à 


peut  deve- 
la  fonction 
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f{y,2)  une  forme  telle,  que  la  dérivée  ~ devienne  nulle, 

infinie  ou  indéterminée  après  la  substitution  des  valeurs  de  r 
et  de  Z tirées  des  deux  dernières  équations  (4o).  Mais  alors  il 
est  évident  qu’on  ne  saurait  tirer  de  ces  équations  des  valeurs 
déterminées  de  r et  de  z se  réduisant  à et  à z,  pour  x = 

puisque  l’hypothèse  x = x„  y=y.,  z z=  z,  doit  réduire 

Uft(t 

à l’unité;  les  formules  générales  deviennent  donc  nécessaire- 
ment illusoires  et  la  solution  du  problème  proposé  doit  être 
fournie  dans  ce  cas  par  l’une  des  intégrales  subsidiaires  qui 
accompagnent  l’intégrale  générale  et  que  nous  avons  rencon- 
trées dans  notre  analyse. 

Si  l’hypothèse  x = x,  fait  disparaître  y et  z des  deux  der- 
nières équations  (4o),  ces  équations  se  réduiront  à des  iden- 
tités, car  elles  sont  satisfaites  quand  on  pose  simultanément 
x=x„y=y,,  z = z^;  il  s’ensuit  que  la  première  équation (4o), 
savoir  u — M,  ne  contiendra  plus  j.  et  z,  quand  on  y fera 
x=Xo,  puisque  ses  dérivées  relatives  à et  à z,  deviennent 
alors  identiquement  nulles.  Et,  comme  cette  équation  « = M 
est  satisfaite  quand  on  pose 

x = x„  y—_r.,  z = z„  U z=  =/(  n,  r.  ), 

elle  se  réduira  généralement  pour  x = x,  à n=f(y,  z), 
et  en  conséquence  elle  fournira  la  solution  du  problème 
proposé,  solution  qui  contiendra  deux  constantes  arbitraires  y, 
et  z,. 

Supposons  maintenant  que  l’hypothèse  x = x,  ne  fasse  pas 
disparaître  à la  fois  jr  et  a de  l’une  et  de  l’autre  des  deux  der- 
nières équations  (4o).  On  pourra  tirer  de  l’une  de  ces  équations 
la  valeur  de  l’une  des  variables  j et  z,  et  si  l’on  porte  cette  va- 
leur dans  l’autre  équation,  celle-ci  se  réduira  nécessairement 
à une  identité  pour  x = x>.  Je  dis  alors  que  si  l’on  considère 
l’une  des  variables  y„  z.  comme  une  fonction  arbitraire  de 
l’autre,  que  l’on  fasse  par  exemple  z,  = <f(y,),  et  que  l’on  dé- 
signe par  <f'{y.)  la  dérivée  de  v(.r.),  la  solution  cherchée  de 
l’éi|uation  (i)sera  le  résultat  de  l’élimination  de  r„  z„  «.entre 
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les  (jiiairc  équations 


(47) 

(4«) 


Ut  — y*'  ); 


celte  solution  rcnlciiue  comme  on  voit  une  fonction  arbi- 
traire ç,  et  si  l’on  suppose  qu’on  ait  remplacé  dans  M,  h,  et  z, 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (4^)»  les  équations  (47) 
pourront  s’écrire  plus  simplement 


Les  équations  (47  > fournissent,  comme  on  l’a  déjà  dit  (n°  17), 
une  solution  de  l’équation  proposée  (i);  par  conséquent,  pour 
établir  ce  que  nous  venons  d’avancer,  il  suffit  de  prouver  que 
les  é(]ualions  ( 47  ) et  ( 48)  donnent  par  l’élimination  de/,,  z„  u„ 
une  valeur  de  ii  (|ui  se  réduit  à f{y,  z)  pourx=j^.. 

Dans  l’hypoilièse  oii  nous  nous  sommes  placé,  les  deux  der- 
nières étiualions  (4o  ) et  la  deuxième,  équation  (47)  se  réduisent 
pour.r=r  X,  à une  seule  et  même  équation;  par  conséquent, 
lorsqu'on  donne  à x celle  valeur  particulière  les  équa- 
tions (47)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (4°)- 
dont  les  deux  dernières,  nous  devons  le  répéter,  rentrent 
l’une  dans  l’autre.  Or,  je  dis  que  si,  après  avoir  remplacé 
U,  par fiy„  z,),  on  lire  la  valeur  de  z,  de  l’une  des  d'eux  der- 
nières équations  (4o),  pour  la  porter  dans  la  première  1/  = .M, 
le  résultat  de  la  substitution  sera  indépendant  de/..  En  elfet, 
après  celle  substitution,  la  dérivée  de  M relative  à v,  est 

'.'.04  </M\  /f/M 

,<{y,  ^ ilut]  \ r/;,  dut)  tly,' 

^ exprimant  ici  la  dériv'ée  de  z,  relative  a y,  tirée  de  l’une  des 

deux  dernières  équations  ( 4o  ),  en  y considérant  /.  et  coninic 
seules  variables.  Mais  l’expression  précédente  est  ideniique- 
moni  nulle  en  vertu  des-é(iualions  (4o)î  donc  l’élimination  de 
7',  faiidisparaîlieen  même  t(‘iu|)s  2,.  El  alors  il  est  évident  quo 
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l’équalion  « = M se  réduit  à « = /(  v,  3 ) pour  x — x„  puisque 
les  cqunlions  (."{o)  sont  idenliquemenl  vérifiées  quand  on  y fait 
simultanément  x = _>•=_>•„  z — z„  ii  =f[  y„  z,). 

2i.  Pour  montrer  un  exemple  très-simple  de  l’analyse  qui 
précède,.considérons  l’équation 


U P q r 

on  a ici 

X = o,  Y = o,  Z = ü,  ü = --,,  P=l,  0 = -.,  K = 

u’  p'  q'  r' 

Cl 

_u_2;  ‘ 

P - «>■ 


Les  équations  différentielles  à intégrer  sont 

, . , , u'dp  u'dq  ii'dr 

ti'dx  = q'dy=:  r'dz  = udn  — 1-  = = ; 

! ~ P q r ' 


on  en  lire 


U P q r 

M.  /'.  q<,  r,  ’ 


v'.r-  — ,r.  _ j/y — ,n  _ ^ 

I I 

p.  q. 


- \/ Jog  - 

2,  V U, 


I 

«i 


Cl  à cause  de  - = — » on  olitient  immédialemeni 

Ta 

l’équation  u — M,  savoir  : 


^ -t- V.*’ — r* — 2.» 


ou 


n = 


On  aura  donc  la  solution  générale  demandée  en  joi- 
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gnani  à cette  équation  celles  que  l’on  en  déduit  en  la  différcn- 
tiant  par  rapport  à 7.  et  à z.  ; on  obtient  ainsi 


\jx  — -+-  yjr — r.  -t-  \Jz  — z, 

q„  — Ha  r-  ■ ■ - = O* 


r,  — II, 


/r— >’• 

y/x  — .r,  + \/r — r-,  -4-  \/T- 

• )/ Z Za 


= 0, 


résolut  qu’il  est  facile  de  vérifier  au  moyen  des  valeurs  écrites 

I -p  rfx  a ici  pour  valeur 

'a 

Jx,  a/x,  a/x, 

ou,  en  remplaçant  p,  par  sa  valeur  en  fonction  de  q„  r,  et  u„ 

— j -TT  t/x  = f P ; — n ( X — Xa  ). 

* [?.r,  — (9, -l-r.)«a]’ 

On  trouve  pour  la  môme  valeur,  comme  il  est  facile  de 

s’en  assurer.  Cette  valeur  devient  infinie  quelle  que  soit  x,  si 
l’on  a 


I I I 

«a  q,  r. 


cl  on  voit  de  suite  que,  dans  ce  cas,  nos  formules  générales 
sont  illusoires.  La  solution  demandée  est  aiors  donnée,  d’a- 
près notre  théorie,  par  l’équation  qui  résulte  de  l’élimina- 
tion de  y„  z„  Ma,  entre 


"■ n ‘'-’l'-— ifsf. 

3.), 

Zo  = ÿ(  t"a  )■ 

On  se  trouve  placé  dans  le  cas  particulier  que  nous  exami- 
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nons,  si  l’on  prend 

la  deuxième  des  équations  du  système  précédent  est  alors 
satisfaite  pour  x = x,  en  posant 

i.  — i 

■5.  ~J.’ 

et  l’on  trouve  sans  difficulté  que  la  valeur  de  u se  réduit, 
dans  la  même  hypothèse,  à 

U = 


25.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  solution  générale 
demandée  de  l’équation  (i)  ne  se  présente  pas  comme  une 
équation  résultant  de  l’élimination  de  deux  variables  z, 
entre  une  équation  donnée  et  ses  dérivées  prises  par  rapport 
à y,  et  par  rapport  à z,.  Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  l’in- 
tégrale demandée  résulte  de  l’élimination  de  y,  et  de  z,  entre 
trois  équations  telles  que 


(49) 


u,=  'v{x,y,  z,  U,  y,), 

Z4  = ^ {Xf  7*,  -,  n,  ^T*o), 


q,+  r. 


d<b  __d'V 
dy,  dy,  ' 


où  v et  ♦ désignent  des  fonctions  données  ; les  valeurs  de 
p,  q,  r sont  ensuite  données  par  les  trois  équations 


(5o) 


dv  </■!■ 

dx  ’dx 
dft  '^’dii 


d'I' 

dy 

r/'f 

Tüï 


</4> 

’7h- 


d<t> 

‘d7i 


O, 


d'V  d<f> 

dz~'’''dl 
d'V  d<t 


O, 


et  l’on  peut  évidemment  reconstruire  l’équation  différentielle 
proposée  en  éliminant  y,  et  r,  entre  les  trois  équations  (5o), 
ou  r.,  r,  et  û entre  les  quatre  équations 


d'V 

7 1 

(d'V 

d'i'\ 

dx 

[dy- 

d'V 

ï/<t>\ 

— n-  a I 

(dV 

d‘î>\ 

dz~ 

\dti 
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Si  l’on  ajoute  les  différentielles  totales  des  équations  ^ 5i), 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  des  facteurs 
(X,  V,  P propres  à faire  disparaître  d)\,  dr,,  dû.,  on  repro- 
duira la  différentielle  </F  du  premier  membre  de  l’équation 
proposée,  et  l’on  aura  en  conséquence 

P = > 
et 


rf’H' 

<t>  ' 

) -4-  P 11 

f d’W 

dx  du 

''  dx  du  ) 

\ dy  du 

rf’T 

d'-^  \ 

1 -H  P tt  1 

' d^  M' 

dz  du 

~''’dTd7t] 

1 did 

c. 


r. 


d'<t>  \ 
dydn  ' 

7/ip  )' 


à cause  de  la  dernière  é(|uation  (5o),  on  peut  écrire 


, U , ^ dlcisLi  dini’iï  </loaa  x/Io2ii 

(5,)  = + 

Quant  aux  facteurs  >,  p,  v,  p,  ils  doivent  satisfaire  aux  trois 
équations 

, </>!•  d'V  dw  dH’ 

. d't<  dii  d^ 

' d.r-^^dj-^''dl^^7ni=''’ 


(/M> 

! d"v 

\dxdy. 

dx  dy,  J 

l + pl 

''dydy. 

; d^v 

,j  1 

l-t-p| 

d^>\f 

\(/a  dy. 

’dz dyj 

\iludy. 

du  dy. 

cl  il  est  évident  que  ces  équations  sont  satisfaites  en  posant 

i = djr,  P — di\  V — dz,  P = du, 

les  différentielles  dx,  dy,  dz,  du  se  rapportant  au  cas  où  l’on 
considère  y,  z,  u comme  des  fonctions  de  x déterminées  par 
les  équations  (qq)-  En  conséquence,  l’équation  (5a)  donne 


U , (èlo"!!  , (/loeii  , 


(/lo«ti  , rflogii  , ,, 

■ —j^dz-{ — ^jjj-du  = d\o^il. 
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et  par  suite 

U , . , l •l'V  '/*!>\ 

^ -,/x  = 10Ka  = -loK(^-r.^J, 

(N  </'l«  . 

en  remarquant  que  ^ et  ^ se  réduisent  respectivement  a i 

et  à zéro  pour  x = x,,  puisque  les  équations  (49)  deviennent 
identiques  pour  x — x„y=y,,  : = z,,  i/  = ii,. 


U 

■pàx  ne  peut  cesser  d’avoir 


une  valeur  finie  et  déterminée  que  si  l’on  attribue  à la  fonc- 

f/ 4'  {/<l> 

tion  /(7%  z)  une  forme  telle,  que  la  fonction  ^ — r,  ^ de- 
vienne nulle,  infinie  ou  indéterminée,  quel  que  soit  x;  mais 
puisque  cette  quantité  doit  se  réduire  à l’imité,  pour  x = x„ 
par  les  conditions  mêmes  du  problème,  les  équations  (49) 
deviennent  nécessairement  illusoires.  Si  donc  on  tire  des  deux 
premières  équations  de  ce  système  les  valeurs  de  u et  de  z 
pour  les  porter  dans  la  troisième,,  celle-ci  sera  impropre  à 
déterminer  une  valeur  de  se  réduisant  à pour  x=:x,; 
riijpotbèse  x = x,  fera  donc  disparaître  /,  et  en  consé- 
quence l'équation  dont  nous  parlons  se  réduira  à une  identité, 
puisque  les  trois  équations  (49)  sont  vérifiées  en  posant 
x = x,,  yz=y,,  z = z,,  U — U,.  En  d’autres  termes,  la  troi- 
sième équation  du  système  (49)  est  vérifiée  identiquement 
pourar  = j;,,  en  vertu  des  deux  autres;  or  l’élimination  de  z„ 
entre  ces  trois  équations  conduit  évidemment  à deux  équa- 

. tions  de  la  forme  « = M,  j étant  une  fonction  de 


X,  y,  z et  de  r, , et  puisque  la  seconde  doit  avoir  lieu  identi- 
quement pour  x — x,  en  vertu  de  la  première,  il  est  évident 
que  rbypothèse  ^ = fait  disparaître  j,  de  M.  Enfin  l’équa- 
tion « = M étant  satisfaite  pour  x = x,,  y=y\,  z = z,, 
H=zf(y,,  Za),  elle  donnera  généralement  u=f(y,  z)  pour 
x = x,.  Donc,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  solution  du 
problème  proposé  est  fournie  par  les  deux  prmnières  équa- 
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lions  du  système  (49)>  ou»  ce  qui  revient  au  même,  par 
l’équation  unique 

(54)  /[>■.,  Z,  H,  n )]  = '!'(■*•,.>•,  z,u,  r,), 

qui  renferme  une  constante  arbitraire^*,. 

27.  Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas,  considérons  l’équa- 
tion 

F = •}■(}[  P — /•  )’  — « = O. 

On  a ici 

X=o,  Y = O,  Z = o,  l!  = — I,  V = ^q(p — /■), 

Q = i{p  — iy,  l{=—iq{p—r), 
et  les  équations  différentielles  à intégrer  sont 

dx  dy  — dz  du dp dq dr 

4</(y'  — '■)  ~ ~ ^çip—r)~  3u  ~ P ~ q 

On  lire  de  là 


puis 


X — X,  _ y — y,  a — -Zq 

— '•)”  [p«—>'>y~  -<i4p<i — '■•) 


et  en  remplaçant  p,  — r,  par  sa  valeur  1/ — » il  vient 

Y Uo 

t 

}— ^ (x— — X»). 


4 )n  a ensuite 


ü , dx 

*’  4<y(/^-') 


dx 


\J  2 II.  q,  -h  X — X. 


ou 


\ \j-iu.q.  + X — x,_ 
S U,  q. 
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Celle  intégrale  devient  infinie  quel  que  soitx  si  l’on  a 

q,  = O, 

c’esl-à-dire  si  tu  on  /{>'.,  z.)  se  réduit  à une  fonction  z,)  de 
Z,  seule,  et  il  est  évident  que  nos  formules  deviennent  illu- 
soires. Mais,  dans  le  cas  général,  ces  formules  donnent,  par 
l'élimination  de  g,, 

î 2 * I 

«J  = k’  — (æ  — J.)"  (j— .r*)**  — — X,), 

cl  l’iniégrale  cherchée  de  l’équation  proposée  sera  le  résultat 
de  l’élimination  de  jo  entre  l’équation 

[/(r*.  z-^x—x, )]’  z=u^  ~(x  — X, )’  (r—y, y , 

et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à y,.  Dans  le  cas  où  la  fonc- 
Con  fiy,  z)  se  réduit  à une  fonction  <f{z)  de  s seule,  la  so- 
lution demandée  est  donnée,  d’après  notre  lliéorie,  par  la 
seule  équation  précédente  qui  devient 

' » i i 

M*  ={x  — x.y  iy—y,y  -t-  [7(z-4-^_ar.)]'’; 


on  voit  que  cette  valeur  de  use  réduit  bienàŸ(r)  pour  a:  = ar,. 

§ V. 

28.  L’analyse  développée  dans  les  paragraphes  précédents 
montre  que,  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes, 
l'intégrale  générale  d’une  équation  aux  dérivées  partielles  est 
le  résultat  de  l’élimination  d’une  variable  dont  dépend  une 
fonction  arbitraire  entre  deux  équations  dont  l’une  est  la  dé- 
rivée de  l’autre  par  rapport  à y,.  11  n’y  a d’exception  qu’à 
l'égard  des  équations  linéaires  relativement  aux  dérivées  par- 
tielles; l’intégrale  est  alors  représentée  par  une  équation 
unique  où  figure  une  fonction  arbitraire. 

Dans  le  cas  de  trois  variables  indépendantes,  il  peut  se  pré- 
senter trois  cas  : l’intégrale  générale  est  représentée  par  le 

système  de  troiséquationsdont  deuxsontlcs  dérivéesde  la  troi- 
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sième  par  rapport  à deux  variables  auxil  iaires  >•„  z,  ; 2”  l’intégrale 
générale  est  représentée  par  le  système  de  deux  équations  dont 
l’une  est  la  dérivée  de  l’autre  par  rapport  à une  variable  auxi- 
liaire 3“  enfin  l’intégrale  générale  est  représentée  par  une 
équation  contenant  une  fonction  arbitraire  de  deux  variables. 
On  a vu  que  ce  troisième  cas  ne  peut  se  présenter  que  si 
l’équation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées. 

Ces  différentes  formes  sous  lesquelles  se  présente  ainsi  l’in- 
tégrale générale  d’une  équation  aux  dérivées  partielles  sont 
inhérentes  à la  méthode  que  nous  avons  adoptée.  On  peut 
toujours,  en  effet,  représenter  l’intégrale  générale  d’une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  le  eas  d’un 
nombre  quelconque  n de  variables  indépendantes,  par  un  sys- 
tème de  n équations  dont  l’une  renferme  n — i variables 
auxiliaires  avec  une  fonction  arbitraire  de  ces  variables,  et 
dont  les  n — i autres  sont  les  dérivées  de  la  première  par 
rapport  aux  auxiliaires. 

Soit,  en  effet,  l’équation' 

(i)  • F(.r,_r,  3,. r,.  ..)  = O 

dans  laquelle  u désigne  une  fonction  des  n variables  indépen- 
dantes X,  r,  s,. . . , et  où  p,  9,  c, . . . , représentent  les  dérivées 
partielles  de  u par  rapport  à x,  y~,  z,. . respectivement.  Sup- 
posons que  l’on  ail  trouvé  une  intégrale  complète  de  cette 
équation,  c’est-à-dire  une  solution  renfermant  « constantes 
arbitraires  a,  6,  7,  — , 5.  Soient 

(a)  V(x,_r,  z,...,u,  a,  3)  = o, 

celte  intégrale  complète.  On  en  tirera 


<l\  (i\  <l\  f/V  d\ 


et  l’on  reconstruira  évidemment  l’équation  ( i ) en  éliminant  les 
n arbitraires  a,  f>,  y,. . S entre  les  équations  ( 2 ) et  ( 3 ). 
Supposons  maintenant  que  l’on  remplaçc  l’arbitraire  S par 
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une  fonction  arbitraire 


i =/(».  7>-  ■ •) 

des  n — I autres  et  que  i’on  considère  celles-ci  comme  des 
variables.  U est  évident  que  les  équations  (3)  subsisteront,  si 
l'on  assujettit  les  arbitraires  devenues  variables  à satisfaire  aux 
n — 1 équations 


(4) 


d\  d\  d\ 

dZ  = ^'  


et  par  conséquent  le  système  formé  par  les  équations  (a)  et  ({) 
représentera  une  solution  de  l’équation  proposée  contenant 
une  fonction  arbitraire  de  n — i variables. 


29.  Considérons,  par  exemple,  l’équation  linéaire 
z = px  + qjr. 


dans  laquelle  z est  une  fonction  inconnue  des  variables  a:  et/, 
et  où  />  et  J représentent  les  dérivées  ^ On  satisfait  à 


cette  équation  en  posant 


Z = xx  + iy, 


a et  6 étant  des  constantes  arbitraires;  cette  dernière  équation 
est  donc  une  intégrale  complète,  et  si  l’on  remplace  6 par 
/(a),  l'intégrale  générale  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a 
entre 

zz=xx  +yf[x),  X + yf'{x)  = o. 


On  peut  retrouver,  au  moyen  de  ces  équations,  la  forme  de 
l’intégrale  à laquelle  conduit  l’application  de  la  méthode  ordi- 
naire. En  effet,  d'après  la  seconde  équation,  la  fonction  arbi- 

y 

traire  /'(a)  est  une  fonction  de  •- > a et  /(a)  sont  donc  aussi 
G*  éd.  II.  • ly 
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y* 

des  fondions  de  et  la  première  de  nos  deux  équations  donne 
alors 


7 désignant  une  fonction  arbitraire. 
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NOTE  III. 


SUR  QUELQUES  FORMULES  NOUVELLES  ET  LEUR 
APPLICATION  A LA  THÉORIE  DES  LIGNES  ET  DES 
SURFACES  COURRFi». 


Celte  Noie  est  le  résumé  de  deux  Mémoires  publiés  l’un 
dans  le  tome  XVT  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  l'autre  dans  les  tomes  XLl  et  XLII  des  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Quelques-uns  des  résultats  contenus  dans  le  premier  para- 
graphe font  partie  d’une  lettre  que  j’ai  écrite,  il  y a plusieurs 
années,  à M.  Liouville,  et  qu’il  m’a  fait  l’honneur  d’insérer 
dans  une  des  Notes  qu’il  a publiées  avec  la  cinquième  édi- 
tion du  chef-d’œuvre  de  Monge,  Y Application  de  l’Analyse 
à la  Géométrie. 


§ I- 


Formules  relatives  aux  lignes  courbes. 

1.  Considérons  une  courbe  à double  courbure  rapportée  à 
trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  Soient  M un  point  de 
cette  courbe  ; MT  la  tangente  en  M ; MN  la  normale  principale, 
c’est-à-dire  celle  qui  est  située  dans  le  plan  osculateur  et  avec 
laquelle  coïncide  le  rayon  de  courbure;  ML  l’axe  du  plan  oscu- 
laieur.  Je  désignerai  par  ( a,  6, 7 ),  { Ç,  u,  ç),  (i,  (i,  v)  les  angles  for- 
més avec  les  axes  coordonnés  par  les  droites  MT,  MN,  ML 
respectivement;  par  ds  la  différentielle  de  l’arc  terminé  en  M; 
par  dt  et  rf»  les  angles  de  contingence  et  de  torsion;  enfln, 
par  P et  r les  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  lesquels  ont 
pour  valeurs,  comme  on  sait, 


(') 


P 


ds  ds 

dt'  ' ^ dri 


Je  me  propose  d’indiquer  ici  quelques  formules  par  les- 
quelles on  simplilie  notablement  la  solution  de  diverses 

'9-' 
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questions  relatives  à la  théorie  des  lignes  et  des  surfaces 
courbes.  Ces  formules  permettent  d’exprimer  les  différen- 
tielles des  divers  ordres  des  cosinus  des  trois  angles  a,  Ç, 
ou  C,  U,  (t,  ou  7,  ç,  V,  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes 
cosinus  dont  les  coefficients  ne  contiennent  que  ds,  r,  p et 
leurs  différentielles.  Je  donnerai  ensuite  quelques  exemples 
qui  suffiront  pour  montrer  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  ces 
formules. 

Rappelons  d'abord  les  formules  connues 


(2) 


(3) 


d’où  l’on  tire 


dt  = \j{d  cos  a)'  -*-{d cos  6 )*  -h  ( «/  cos 7 

dn=  V^(</cOSX)’-t-(</coS(i)>-4-(<f  COSv)% 

, dcosa  rfeosa 
COS  ï = = P ■ 


d COS  S 

cos  U = — ■ — = P 


cos;  = 


di 

</cOS7 


ds  ’ 
rfeosS 
ds  ’ 


d cos  7 


ds 


(4) 


<fC0Sa=  COS  4 — » 

P 

J » 

Éfeose  = cosu — y 
P 

J 

a cos  7 = COS  ; — • 

P 

2.  En  vertu  des  équations  ( 3 ),  les  équations 

COS  a cos  Ç cos  6 CÜSu  -1-  COS  7 COS  ; = O, 
cos  X cos  5 + cos  (i  COS  w 4-  cos  V COS  ; = O, 


deviennent 

(5) 


cos  a d COS  a -+-  COS  6 d cos  6 -H  cos  7 d COS  7 = 0, 
COSX  d COSa  4-  cos  p d COS  6 -I-  cos»  rfcOS7  = O. 

D’ailleurs,  en  différentiant  les  suivantes  : 

COS  a cos  X 4-  cos  6 COS  /*  4-  COS  7 COS  » = O, 
C0S’X4-  COS’pi  4-  COS'»=  I, 
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et  ayant  égard  à la  seconde  des  équations  (5),  il  vient 

j cos  ad  cos  > -f- cos  6 f/  cos  (i  COS7  cos  V = O, 
j cosX  </cos>  + COS  ft  d cos  (*  + cosv  rf  cos»  = O. 

On  voit  que  les  équations  (6)  ne  diffèrent  des  équations  (5) 
qu’en  ce  que  rf  cos  <»,  </ cos  6,  dcosy  y sont  remplacées  par 
dcos'i.,  rfcosft,  </cosv;  d’où  l’on  conclut  que  les  premières 
différentielles  sont  proportionnelles  aux  dernières  ; on  a donc 

^ . d cos  X d cos  n d cos  v dri j> 

^ d cos  a d cos  6 d cos  7 </  • r 

(les  équations  (7)  démontrent  le  théorème  suivant  : 

Si  a et  \ désignent  les  angles  formés  avec  une  droite  fixe  1) 
par  la  tangente  et  par  l'axe  du  plan  osculateur  en  un  point  M 
d'une  courbe  à double  courbure,  le  rapport 

d cos  X 
d cos  a 

est  indépendant  de  la  droite  D,  et  sa  valeur  est  égale  au  rap^ 
port  de  la  première  courbure  à la  seconde  ( * ). 

Des  équations  (4)  d (7)  on  déduit 

ds 


(8) 


d cos  X = cos  ï — * 
r 

. ds 

dcOSu  — CQSv — » 
r 


d cos  V = cos  1; 


ds 


(*)  M*  Bertrand»  à qui  j'nvaU  commiiniquc  ce  théorème,  t*a  propoH3  comme 
cikcrciceaux  élèves  de  rÊcùle  Normale.  I/un  d’eux,  M.  Guiraudet,  lui  a remis  la 
démonstration  géométrique  suivante»  qui  est  d’une  extrême  simplicité: 

« La  direction  qui  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  pro- 
» portionnels  h d cos  a,  d coa  6,  d cos  */,  est  celle  du  rayon  de  courbure.  Si  l'on 
» mène  par  l’origine  deux  parallèles  aux  axes  des  deux  plans  osculaleurs  inli> 
» niment  voisins»  et  que  l’on  prenne  sur  ces  parallèles  des  longueurs  OM»  OM' 
» égales  à l'unité»  la  ligne  MM'  qui  joindra  leurs  extrémités. fera  avec  les  axes 
» des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  h dcos>»  d cos  dcosv. 
» Ainsi»  pour  prouver  notre  théorème,  il  suffit  de  montrer  le  parallélisme  deces 

■ deux  directions.  Or  cela  est  cvidmit,  car  le  plan- parallèle  aux  axes  de  deux 
U pians  usculatcnrs  voisins  est  parallèle  au  plan  normal  de  la  courbe  proposée» 

■ cita  droite  51M'  située  dans  ce  plan  est  évidcniinciit  perpendiculaire  à Vaxo 
D du  plan  osculalour»  et,  par  suite,  parallèle  au  rayon  de  courbure.  * 


Digitized  by  Google 


a86  VOTE  stm  la  théorie 

3.  De  l’équation 

cos’  Ç + cos’  a + cos’  1 = 1, 

on  lire,  en  différenlianl, 

, . dcosa  rf  cos  1 

r/cOSÇ  = -COSa-^^^^ç 

et,  à cause  des  équations  ( 4 ) et  ( 8 ), 

d cos  Ç = — ( cos  %dt  + cos  \dr.) 

on  a donc  les  trois  nouvelles  équations 

, , , /cos  a COSlN  , 

1 rf  cos  5 = - 

1 . / CüS  6 cos  (i 

(9)  jrfcosu  = — ^ 

cos  7 COSv 


d cos  î;  : 


ds, 

ds; 


d’où  l’on  tire 


(lo)  {d  cos  ï)’-i-  {c/  coe  j)’+  {d  cos  ç)’  = 

Divisant  les  équations  (9)  par  c/i,  différentiant  ensuite,  et 
ayant  égard  aux  équations  ( 4 ) d { 8 ),  on  obtient  les  suivantes  : 

— I — -I-  — 1 CO^lds  — ( COSac/--)-COSl(/-|* 

\p’  'V  V P rJ 


d 

{■olc/: 


c/cos  Ç 


as 

d cos  U _ 
as 

d cos  i; 
ds 


^ cosu  ds — ^coser/-^-+-cosfi(/^]» 
• — ^cosy  </-^-+-cos»  </-]• 


4.  Des  formules  qui  précèdent,  découlent  immédialenicni 
deux  théorèmes  remarquables.  Le  premier  de  ces  théorèmes, 
qu’on  établit  facilement  par  des  considérations  géométriques. 
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a élédémonlrô  anal.vliqiiement  par  M.  Puisetix  {voirie  lome  VI 
du  Journal  de  M.  Liouville).  Il  ronsislc  en  ce  que  l'hêlice  or- 
dinaire est  la  seule  courbe  dont  les  deujc  courbures  sont  con- 
stantes. Le  second  théorème  est  dû  à M.  Bertrand,  qui  l’a  dé- 
montré géométriquement;  il  consiste  en  ce  que  les  courbes 
dont  les  deux  courbures  ont  un  rapport  constant  sont  des  hélices 
tracées  sur  un  Cflindre  à base  quelconque. 

Le  premier  des  deux  théorèmes  dont  il  vient  d être  question 
résulte  immédiatement  des  équations  (i  i),  qui,  en  faisant,  pour 
abréger. 


et  prenant  ds  pour  la  difiérentielle  constante,  donnent,  si  r 
et  P sont  constants. 


(li) 


(/’  cos  Ç 


En  intégrant,  on  a 


cos  ç = cos  a cos (-  ct)S  a sm 

ni 


['3) 


(’üs  U = COS  b cos h cos  //  sin 

ni 


cos  i;  = cos  c cos H CüS  V sm 

m 


s 

— 9 

m 


s 


s 

5 

m 


en  désignant  |)ar  a,  b,  c,  a',  b',  c'  les  angles  formés  avec  les 
axes  par  deux  droites  arbitraires  I)  et  D'  perpendiculaires  entre 
elles.  Si  x,y,  z représentent  les  coordonnées  de  la  courbe, 
on  a 

(/ cos  a d'x 
cos£  = p--/-=p-^,; 
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les  équations  (i3)  donnent  alors,  en  intégrant. 


( ■ * f * \ . _» 

P -J-  = m cos  asm cos  a'  cos  • — ) -I-  n cos  ar , 

as  \ m m) 

( ’4)  I P ^ = m ( cos  h sin  — cos  hf  cos  — ^ H-  a cos  6", 

I ai  \ m m j 

\ , // 

P -J-  = m I cos  c sin cos  c cos  — ) + n cos  c' , 

as  \ ni  m / 


où  n désigne  le  radical  v'p' — et  a",  h",  c"  les  angles  formés 
avec  les  axes  par  une  droite  D*  perpendiculaire  aux  droites  D 
et  D'.  Si  l’on  fait  coïncider  les  droites  rectangulaires  D,  D',  D' 
avec  les  axes  des  a:,  des  y et  des  z,  les  équations  ( i4)  se  rédui- 
ront à 

dx 


s 

m 


p_==,„s.n-, 


dr  s 

P -7-  = — m CO6  — > 
^ ds  m 


dz 


d’où,  en  intégrant. 


m'  s 

T X,  = — COS  — , 

P m 

nO  . s 

Y — r.  = sm— , 

P ai 


; — 2.  = — » 
P 


ou,  én  transportant  l’origine  au  point  arbitraire  (ar,,  y.,  z,)  et 
éliminant  i, 

(i5)  ar  = cos , >•=: sin 

P irm  • P mn 

Ce  sont  les  équations  de  l’hélice  ordinaire. 

5.  Le  second  des  deux  théorèmes  dont  il  a été  question  au 
numéro  précédent,  se  démontre  très-facilement  en  faisant 
usage  des  équations  (7).  Nous  nous  proposons  de  trouver  les 
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courbes  dont  les  deux  courbures  ont  un  rapport  consunt  h. 
On  a 

{16)  dr.=zkdt, 

et,  par  suite,  en  vertu  des  équations  (7), 

Id  cos\  — kd  cos  a = O, 
rfcos/i  — /r£fcos6  = o, 
d cosv  — kd  COS7  = O ; 

réciproquement,  l’une  des  équations  (17)  entraîne  l’équa- 
tion (i6).  En  intégrant,  on  a 

cosX  — k cosa  = constante, 
cos  fi — k cos6  = constante, 
cos»  — k COS7  = constante; 

la  somme  des  carrés  des  premiers  membres  ayant  pour  valeur 
on  aura 

cosi  — k COSa  = v/l  -I-  /f’  cosa', 
cosfi — Acos6=  v'T+T’cosS', 
cos»  — k COS7  = y/i  -h  A’  COS7', 

ou  bien 

tcosi  = k cosa  -I-  y/l-t-A’  COS  a', 
cosfi  = k cos6  -‘r\l\-+-k‘  cos6', 
cos»  = k C0S7 -+-  C0S7' ; 

a-,  6,  7'  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  par  une  droite 
fixe  arbitraire.  Si  l’on  prend  cette  droite  pour  axe  des  z,  les 
équations  (i8)  deviennent 

/cosX=Acosa, 

(ig)  I COSfi  = Acosfi, 

\ cos»  = k COS7  -h  1 -+-  k'  ; 


élevant  au  carré  ces  équations  (19)  et  ajoutant  les  résultats, 
on  a 


(20) 


COS7  = 


— k 
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d'où 

(21) 


NOTE  SUE  LA  TIlÉOBIE 


COS  V = 

1 -4-  /r' 

L’équation  (20)  montre  que  la  tangente  à la  courbe  considé- 
rée fait  un  angle  constant  avec  l’axe  des  2;  c’est  donc  une 
hélice  tracée  sur  le  cylindre  qui  la  projette  sur  le  plan  des  :rr. 

il  est  facile  de  voir  que,  réciproquement  pour  toute  hélice, 
c’est-à-dire  pour  toute  courbe  qui  satisfait  à l'équation  (20), 
l’équation  (16)  a lieu.  En  effet,  7 étant  constant,  les  équa- 
tions (3)  montrent  que  cosÇ  est  nul,  donc  la  normale  princi- 
pale est  constamment  perpendiculaire  à l’axe  des  z : alors  l’é- 
quation (20)  entraîne  l’équation  (21)  à cause  de 


cos’ç  -1-  cos’7  -h  cos’v  = I . 


D’après  cela,  on  a 


cos’X  4-  cosV  = 


COS’a  4-  COS’6  = j-1 

I -H/i' 


C0SaC0sX4-  cos  S COSü  = T-;', 

14-/4 


en  ajoutant  ces  C(juations,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
/l’et  la  troisième  par  — 1/1 , il  vient 


(cosX  — fi  COSa)'-f-{COSp  — /i  cosC)’  = O, 


d’où  l’on  conclut  les  équations  ( 19),  et,  par  suite,  les  équa- 
tions (17)  et  (16I. 

Il  est  facile  d’établir  maintenant  que  la  projection  sur  le  plan 
des  j-pde  la  courbe  (ju’on  vient  d’étudier,  est  un  cercle  si  les 
deux  rayons  de  courbure  et  de  torsion  sont  eu\-n>émes  con- 
stants, ce  qui  donnera  une  nouvelle  démonstration  du  tliéiv 
rème  établi  au  n"  4. 

En  effet,  à cause  des  équations  (19),  les  équations  (9)  don- 
nent 


f/cosç  = — 

(-+-1 

1 cos  a tfs  = — (/jT, 

' pr* 

il  cosu  = — 

('+-) 

COSë  (fs  = — ' tf  , ; 

\p  '■/ 

pr‘ 
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d’où,  en  inlégrnnt  et  désignant  par  x„y,  deux  constantes, 

7-r.=-^,cosv. 

Élevant  au  carré  cl  ajoutant,  il  vient,  à cause  de  cosç  = o, 

(x-A-.)>H-{.r-r.)’= 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

6.  L’équation  du  plan  normal  en  un  point  M [x,  y,  z)  d’une 
courbe  à double  courbure,  est 

{22)  (jr,  — a:)  COS  a 4-  (/i  — y)  COsS  -t-  (z, — z)  COS7  =0. 

Différeniions  celte  équation  par  rapport  à la  variable  indé- 
pendante dont  X,  y,  z,  a,  S,  7,  etc.,  sont  fonctions,  on  aura 

{x,  — x)d cosa  4- ( y,  — j)  </ cos6  4- ( Zi  — z)d COS7  = ds, 

ou 

(23)  (r,  — x)cosÇ4-(^*. — j)cosu4-(z,  — i)cosi;  = j5. 

Le  système  des  équations  (22)01(23)  appartient  à l’inler- 
scclion  du  plan  normal  au  point  M et  du  plan  normal  injini 
ment  voisin,  ou,  si  l’on  veut,  à l’axe  du  cercle  osculateur  qu’on 
nomme  aussi  droite  polaire.  En  différenlianl  de  meme  l’équa- 
tion (2.3),  il  vient 

{x,  — x)dcos\ 4-(.r'i  — /)  d cosu  4-  (Zi  — z)dcos^  = dp, 

car  dx  cos^-\- dy  cos'j -h  dz  cosÇ  est  nulle;  en  faisant  usage 
des  équations  (9)  et  ayant  égard  à l’équation  (22),  la  dernière 
équation  devient 

d O 

( 2^  ) ( X,  — .r  ) cosi  -4  ( — j)  cos;x  -4  ( z,  — z ) cos  v = — r -~ 

Le  système  des  équations  (22),  (a3),  (2^})  représente  l’in- 


Digitized  by  Google 


agi  NOTE  SUE  LA  THEORIE 

lersecUon  de  trois  plans  normaux  infiniment  voisins,  c’est-à- 
dire  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  au  point  M.  Si  l’on  ajoute 
ces  trois  équations,  après  les  avoir  multipliées  respectivement, 
d’abord  par  cosa,  cosÇ,  cosX,  puis  par  cos6,  cosu,  cosf*,  puis 
enfin  par  cos  7,  cosC,  cosv,  il  vient 


(25) 


df  , 

X,  — x = f cosï  — r COSA, 

dp 

^ = P cosu  — r ^ cos (i, 
dp 

Z,  — Z =pcosÇ — eosv. 


En  élevant  les  équations  (25)  au  carré,  et  désignant  par  R le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice,  on  a 


(26) 


R»  = p’-(-r 


De  là  résulte  ce  théorème  : 

t/p' 

Si  une  courbe  est  tracée  sur  une  sphère,  la  quantité  p’-h  r’ 

est  constante  en  chaque  point  et  égale  au  carré  du  rayon  de 
la  sphère. 

Réciproquement  ; 

Si  en  chaque  point  d’une  courbe  la  quantité 

est  constante,  la  courbe  est  sphérique,  à moins  que  son  rayon 
de  courbure  p ne  soit  constant. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  différentier  les 
équations  (25).  On  trouve  ainsi,  en  se  servant  des  formules 
données  précédemment. 


i dx,  = — 

_(_  </  j 

:4)] 

cos>. 

(27) 

ym 

cosp-. 

^ -f-  f/ 1 

éâ)] 

COSï. 

Ainsi  la  condition  pour  que  le  centre  de  la  sphère  oscula- 
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tricc  soit  le  môme  pour  les  différents  points  de  la  courbe  est 

elle  n’est  pas  satisfaite  sip=  une  constante.  Elle  devient  in- 

dp 

tcgrable  en  la  multipliant  par  3r-^.  et  l’on  trouve 

d p’ 

f'-hd  —f—  = constante, 

‘ ds' 

équation  qui  est  satisfaite  parp  = une  constante.  En  excluant 
ce  cas,  on  voit  que  si  la  précédente  équation  a lieu,  les  quan- 
tités X,,  Z,,  R sont  constantes  pour  tous  les  points  de  la 

courbe  proposée;  cette  dernière  est  donc  tout  entière  située 
sur  une  sphère  flxe(*). 

Les  équations  (27)  peuvent  servir  à démontrer  ce  théorème 


(*)  M.  Bertrand  m*a  donné  do  ces  rcsultaU  une  démonstration  géométrique 
fort  simple,  fondée  sur  des  considérations  dont  U a déjà  plusieurs  fois  fait  usage. 
Jo  crois  deroir  la  transcrire  ici  : 

« Nommons  p le  ra^on  de  courbure  d'une  courbe,  s’  l'arc  de  la  courbe  lieu 
a de  ses  centres  de  courbure  : le  triangle  infioilcsimal  formé  par  l'arc  la 
a normale  principale  qui  al>oulit  à l'une  do  ses  extrémités,  et  la  perpendlcu- 

• laire  abaissée  sur  cette  normale  par  l’autre  extrémité  de  di',  montre  que  le 

a cosinus  do  l'angle  formé  par  Tare  / avec  le  rayon  p est  égal  à Si  l'on  rc- 

• marque  que  le  rayon  p est  langent  à la  surface  déreloppahlc  lieu  des  axes  des 
» cercles  osculateurs  sur  laquelle  estsitué  l'arc  ds',  et  qu’il  coupe  à aogle  droit 

a la  génératrice  correspondante,  on  en  conclut  que  ^ est  ausii  le  sinus  de  l’an- 

(u 

• gleque  ds'  forme  avec  cette  génératrice,  et  que,  par  suite,  dp  est  la  distance 
s de  l'une  des  extrémités  de  Jy  à la  génératrice  qui  passe  par  l'autre  cxtrtimilc; 
9 mais  l'angle  de  deux  génératrices  égal  à l'angle  de  deux  plans  osculateurt  de 

d s 

» la  courbe  proposée,  est  mesure  par  i en  désignant  par  ds  l’arc  infiniment 

> petit  de  cette  courbe  et  par  ^ sa  aeconde  courbure.  Si  donc  on  nomme  u la 

> distance  de  l'arc  ds'  au  point  où  se  coupent  les  deux  axes  conséentirs,  on  aura 

dt  dp 

dp  = a — , u = r —• 
r ds 

• Or  le  rayon  p,  la  distance  u et  le  rayon  R de  la  sphère  osculatrice  forment 

• éridemment  un  triangle  rectangle;  donc 

* <*/>’ 


R*  = p*-t-f 


iL‘ 


a Si  l’on  porte  sur  des  normales  ii  une  courbe  une  longueur  constante,  la  courbe 
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connu,  que  le  lira  det  centres  des  sphères  osculairices  d'une 
courbe  quelconque  est  l’aréte  de  rebroussement  de  la  surface 
développable  lieu  des  droites  polaires  ou  axes  des  cercles  os- 
culateurs. 

S'il  s'agit  d'une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  p est  con- 
stant, mais  seulement  dans  ce  cas,  les  équations  (?5)  se  ré- 
duisent à 

X,  — X = P cos  Ç , '' 

.ri  —.^•  = P cosu, 

S|  — Z P cos 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  la  sphère  oscublrice  coïncide 
avec  le  centre  de  courbure;  d’où  l'on  conclut  ce  théorème; 

Si  une  courbe  à double  courbure  a son  rayon  de  courbure 
constant,  le  lieu  des  centres  de  courbure  sc  confond  avec  l'a- 
rête de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe  des  plans  nor- 
maux, et  réciproquement. 

7.  Considérons  une  courbe  située  sur  une  sphère  de  rayon  a 
et  dont  le  centre  est  à l'origine  des  coordonnées;  on  aura 

(28)  = 


et,  comme  les  coordonnées  x, , y, , z,  sont  constamment  nulles, 
les  équations  (aS)  deviennent 


(^■9) 


\X~  — P cos  Ï + ^ ^ » 

r/p 

' — P cos  ''jI'  P* 


dp 

= — P cosî  -t-  r^^cosv. 


• lieu  Ju  leurs  entrcniilés  les  coupc  Uiulcs  à an(;W  Jroil  ; si  donc  R est  conrUnI, 

• l'arète  de  rebroussement  de  la  surface  développable  doit,  si  elle  ne  se  rêdailpst 
» à an  pointf  couper  h an(jlc  droit  le*  normales  de  la  courbe  proposée  qui  pas- 

• sent  par  les  dirrérenls  points,  ces  normales  sont  donc  perpendiculaires  h l’**c 

• des  cercles  osculaleurs  et  sont,  par  conséquent,  des  normales  principale*; 

• R se  confond  donc  avec  p,  et  l'on  a 

P =L  constante,  a 
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Il  csl  facile  de  voir  que  les  courbes  sphériques  de  courbure 
constante  sont  des  cercles.  En  effet,  si  p est  constant,  l’équa- 
tion (a8)  montre  que  l'on  a r=oo  ou  p = a.  Dans  le  premier 
cas,  il  est  évident  que  la  courbe  est  une  circonférence,  puis- 
qu’elle est  plane.  Dans  le  second  cas,  où  p — a,  les  équations 
(29)  donnent. 

.r  = — a cos  Ç , )•  = — a cos  u , z=  — a cos  ç. 

D’ailleurs,  en  prenant  l’arc  s de  la  courbe  pour  variable  in- 
dépendante, cosÇ,  cos  U,  cosÇ  sont  proportfonnels  à il'x, 
</*  >■,  c/’  Z ; on  a donc 

ytl’z  — zil’y=zo,  zii’x — xJ’z  = o,  xd^y — yd’x  — o. 
Intégrant  et  désignant  par  A,  B,  C des  constantes,  il  vient 

ydz  — zdy=\ds,  zdx  — xdz  = Rds,  xdy — ydx=Cds; 

enfin,  en  ajoutant  ces  équations  respectivement  multipliées 
par  X,  y,  z,  il  vient 

A X + -H  C a = o , 

qui  est  l’équation  du  plan  d’un  grand  cercle. 

La  recherche  des  courbes  sphériques  dont  le  rayon  de 
torsion  r est  constant,  présente  plus  de  difficulté.  Je  me  bor- 
nerai à montrer  que  ce  problème  dépend  de  l’intégration  d'une 
seule  équation  différentielle  du  deuxième  ordre. 

Si  r est  constant,  l’équation  (28)  s’intégre,  et  donne 

s — s, 

P = rtsin J 

^ r 

ou  simplement, 

. s 

P = asm -t 

r 

puisque  l’origine  des  arcs  s est  arbitraire.  On  déduit  de  là 

dp  s 

r-s^  = a cos -7  • 

ds  r 
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et  les  équations  (29]  donnent 


(3o) 


i , . s dcos\ 

- = cos  - cos  X — r sm , — » 

a r r as 

' r s . s d cos  it 

, ■ = cos -cos  11  — rsin 3—*-» 

la  r ^ r ds 


: s- 

■ = cos  - cos  » ■ 
a r 


, s d cos  V 

•rsin î— • 

r ds 


Le  problème  est  ainsi  ramené  à exprimer  cos  X,  cos  (t,  cos  » 
en  fonction  de  *,  car  les  équations  (3o)  donneront  ensuite  x, 
y,  Z en  fonction  de  cette  variable. 

La  première  des  équations  (9),  savoir, 


rfcos5  = -(i:^  + £^)*, 


donne,  à cause  de 

dcosi 


cosÇ  = r- 


ds 


et  cosa=  vfi  — cos’X — cos’5, 


et  en  prenant  toujours  * pour  variable  indépendante, 


.ef’cosX 
r>-j^,-  + cos 


ou,  en  remplaçant  p par 


sa  valeur  a sin  - , 
r 


asin^^r’ 


cf’cosX 

ds' 


^-cosX 


)-^rsfZ 


cos’X 


On  peut  prendre  pour  unité  le  rayon  r de  torsion , et  l’on 
voit  alors  que  l'équation  différentielle  du  deuxième  ordre 


(3.)  «sins(^J-4-,)4-y/^,._g  = o 

est  satisfaite  par  y = cosX,  =cos  (x,  = cosv. 

En  combinant  l'équation  (3i)avec  celle  qu’on  en  déduit  par 
la  différentiation,  on ‘obtient  une  équation  linéaire  du  troi- 


Digitized  by  Google 


DES  LIGNES  ET  DES  SURFACES  COURBES.  3p7 

sième  ordre,  mais  rintégraliun  de  cette  équation  parait  offrir 
de  grandes  difficultés. 

8.  Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  XV  du  Journal  de 
M.  Liouville,  M.  Bertrand  a démontré  que  les  normales  prin- 
cipales d’une  courbe  à double  courbure  donnée  ne  peuvent 
être  les  normales  principales  d’une  autre  courbe,  à moins  qu'il 
n’existe  une  relation  linéaire  entre  les  dèux  courbures  de  la 
courbe  donnée.  On  démontre  ce  théorème  d’une  manière  très- 
simple  et  très-élégante  en  faisant  usage  des  formules  obtenues 
plus  haut. 

Soient  x,  y,  z les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe 
donnée,  et  cherchons  la  condition  pour  que  les  normales 
principales  de  cette  courbe  soient  aussi  celles  d'une  autre 
courbe.  Désignons  par  x, , y, , z,  les  coordonnées  de  cette 
deuxième  courbe,  par  ds,  la  différentielle  de  l’arc,  et  dt,  l’an< 
gle  de  contingence. 

On  doit  avoir,  a étant  une  constante. 


(3a)  a:,  = x-+-a  cosï, 

yf  J» 

(33)  ff  ^ = cosÇrfi,. 

Différentianl  l’équation (32),  il  vient,  à cause  dedx  = dscosa, 

dx,  = cos  a — ^cosxj  ds-, 

de  cette  équation  et  des  deux  autres  semblables  relatives  aux 
axes  des  y et  des  z,  on  déduit 


rfr,  = y/(i = 

on  a,  d’après  cela, 

dx,  I r/  a\  a .,1 

différentiant  cette  dernière  équation  et  comparant  le  résultat 
C«  od.  II.  20 
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avec  l’équalioii  (33),  il  vient 


(3i) 


s] 

_[„,/!+(,  _ 2)  "Jc„s,_(„rfl_2^)cosX=o. 


Il  est  évident  que  cette  équation  aura  lieu  encore  si  l’on  rem- 
place a,  Ç par  S,  (1,  V ou  par  7,  v,  ç respectivement  ; d’où  il 
suit  que  les  coefficients  de  cos  ç,  cos  a,  cos  X sont  nuis.  On  a 
donc 


Ces  équations  (35)  sont  le  résultat  de  l’élimination  de  ^1,  y,,  z,, 
entre  les  équations  (3a),  (33)  et  les  quatre  semblables  rela- 
tives aux  axes  des  y et  des  z.  Les  deux  dernières  ne  contien- 
nent que  P et  r,  car 


et  elles  conduisent  au  meme  résultat  par  l’intégration.  On  dé- 
duit de  l’une  ou  de  l’autre 


(36) 


6 désignant  la  constante  arbitraire.  Telle  est  la  condition  à la- 
quelle doit  satisfaire  la  courbe  donnée  pour  que  scs  normales 
principales  appartiennent  à une  autre  courbe.  Quant  à la  pre- 
mière des  équations  ( 35),  elle  fait  connaître  l’angle  de  contin- 
gence dt,  de  la  seconde  courbe. 


§ II. 


Sur  les  lieues  de  courbuie  des  surfaces. 


9.  Considérons  une  courne  C située  sur  une  surface  S. 
Désignons  par  a,  6,  7 les  angles  que  forme  avec  trois  axes 
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rectangulaires,  la  tangente  à la  courbe  C au  point  (-r,  2); 

par  ç,  U,  Ç et  1,  •»,  les  angles  formés  avec  les  mêmes  axes  par 

la  normale  principale  et  par  l’axe  du  plan  osculaleur.  Soient 
aussi  rff  et  rfa  les  angles  de  contingence  et  de  torsion.  Les  onze 
angles  qui  viennent  d’être  définis  et  les  coordonnées  x,  r,  * 
doivent  être  considérés  comme  des  fonctions  d’un  paramètre 
dont  les  diverses  valeurs  répondent  aux  différents  points  de  la 
courbe  C. 

Soient  a',  6',  7'  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la  nor- 
male de  la  surface  S au  point  (x,  jr,  z)  de  la  courbe  C.  On 
peut  assigner  une  courbe  C'  dont  les  points  correspondent 
aux  points  de  la  courbe  C et  telle  que  la  tangente  au  point 
a')  qui  correspond  à{x,/,  z)  fasse  avec  les  axes  les 
angles  a',  6',  7'.  Si  la  courbe  C est  une  ligne  de  courbure  de 
la  surface  S',  les  normales  à cette  surface  aux  différents  points 
de  la  courbe  C forment  une  surface  développable  dont  l’arête 
de  rebroussement  peut  être  prise  pour  la  courbe  C'.  Dans  tous 
les  cas,  la  courbe  C'  étant  définie  comme  il  vient  d’être  dit, 
nous  désignerons  par  5',  u',  ç'  et  V,  jt',  »'  les  angles  que  for- 
ment avec  les  axes  la  normale  principale  et  l'axe  du  plan  oscula- 
teur  de  cette  courbe  C';  par  dt'  et  du'  les  angles  de  contin- 
gence et  de  torsion. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  les  trois  groupes  suivants  de  for- 
mules par  lesquelles  les  angles  » et  o se  trouvent  complète- 
ment définis. 

cos  a cos  a'  -i-  cos  6 cos  6'  -I-  COS  7 cos  7'  = O, 
cos  a cos  Ç'  -I-  cos  6 COS  v'  COS  7 COS  î'  = sin  M, 
cos  a COS  V -f-  cos  € cos  (x'  -I-  COS7  cos  »'  = COS  » ; 

cos  ç cos  a'  -t-  cos u COS  6'  -(- cosç  COS  7'  = — sin  o, 
cos  Ç cos  Ç'  -f-  COS  U cos  li'  -h  COS  c COS  ;'  = — cos  tJ  COSm, 
cos  Ç cos  y -i-  COS  U COS  ji'  cos  ç cos  v'  = cos  O sin  M ; 

COSXCOS  a'-)-COSg  COS6'-(-COSvCOS7'=  COSo, 
cos  iCOSÇ'  4- cos  (X  C0Sw'4-C0SvC0SÇ'  = — SinoCOSw, 
COS)i  COS  V -|- cos  fx  COSfx'-h  COSvCOSv'=:  -l-sin  O sin  w. 

?0. 


(1) 

(2) 

(3) 
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dirrércniialion  de  ces  équations  conduit  aux  trois  sui- 
vantes : 

l sinw  </«'  = sin  a(/i, 

(4)  I dn'  -^da  — — COSadt, 

\ da  = dr,  cos add. 

10.  La  dernière  équation  ( 4 ) fournit  un  théorème  remarqua- 
ble. Je  dis  d’abord  que  si  la  courbe  Cesl  une  ligne  de  courbure 
de  la  surface  S,  l’angle  « = 90“,  et  réciproquement.  Désignons 
en  effet  par  X,  Y,  Z les  coordonnées  d’un  point  quelconque 
de  la  normale  menée  à la  surface  S par  le  point  [^,  y,  a)  de 
la  courbe  C,  et  par  R la  distance  des  deux  points  (X,  Y,  Z), 
{x,  y,  Z ),  on  aura 

X — x-hRcosa'r=o,  Y— ^--t- Rcos6'=o,  Z — s-(-Rcos7'=o; 

pour  exprimer  que  celte  normale  est  rencontrée  au  point 
(X,  Y,  Z)  par  la  normale  menée  à S en  un  point  infiniment 
voisin  de  (x,  y,  a)  pris  contme  celui-ci  sur  la  courbe  C,  il  suf- 
fira de  diflérenlicr  les  équations  précédentes  en  considérant 
X,  Y,  Z et  R comme  constantes.  On  a ainsi 

RcosÇ'rf«'=rfscos«,  Rcosii'</i'=</*cos6,  RcosÇ'</i'=«fiCOS7, 
d’où 

R </ 1'  = </f , 

et 

cos  5'=  cos  a,  COSu'=COs6,  COS  Ç' = COS  7. 

Les  formules  (i)  njonlrenl  que  ces  dernières  équations  équi- 
valent à 

sin«=i,  ou  cos«  = o,  ou  <u=9o“. 

D’après  cela,  cl  en  se  reportant  aux  formules  (4),  on  voit  que 
l’équaiion 

d a = dn 

exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  C soit 
une  ligne  de  courbure  de  S.  Mais  a désigne  évideraineni 
I première  équation  (3)]  l’angle  que  le  plan  osculaleur  de  C 
fait  avec  le  plan  langent  de  S,  ou  avec  la  surface  S elle-même. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  dû  à Lancrel: 
L'angle  de  torsion  d'une  ligne  de  courbure  d’une  surface 
est  la  différentielle  de  l’angle  que  fait  avec  la  surface  le 
{tlan  osculaleur  de  la  ligne  de  courbure. 
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El  réciproqucmenl , 

Une  lif’iie  travée  sur  une  surface  est  une  ligne  de  courbure 
de  la  surface,  si  l'angle  de  torsion  est  la  différentielle  de 
l'angle  que  fait  avec  la  surface  le  plan  osculateur  de  la  ligne. 

SI  l’on  suppose  que  la  courbe  C soit  plane,  on  a = o et, 
par  suite,  l'éciualion  da  = ds  donne  □ = consume.  On  a donc, 
le  théorème  suivant  qui  est  un  cas  particulier  du  précédent  et 
que  Joachiinsllial  a démontré  dircciemcnl: 

Si  une  ligne  de  coût  hure  d’une  surface  est  plane,  le  plan 
de  cette  ligne  de  courbure  coupe  la  surface  partout  sous  le 
même  angle. 

El  réciproquement. 

Si  un  plan  coupe  une  surface  partout  sous  le  même  angle, 
l’intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 

On  peut  encore  déduire  de  ce  qui  jirécède  une  propriété 
curieuse.  La  courbe  C étant  ligne  de  courbure  de  S,  on  a, 
comme  on  a vu,  «rntjo”  et  par  suite  </w  = o;  les  deux  pre- 
mières équations  (4)  donnent  alors  • 


(/f'i=sin  U (/<,  dm'—  — COSadi, 


d i' 

^ = -tang=,. 


ce  qui  montre  que  ^ est  constant  si  la  courbeC  est  plane.  On 
a donc  ce  théorème  : 

Si  une  ligne  de  courbure  d'une  surface  est  plane,  les  nor- 
males de  la  surface  aux  points  de  la  ligne  de  courbure  for- 
ment une  surface  développable  dont  l’ arête  de  rebroussement 
jouit  de  la  propriété  que  ses  deux  courbures  ont  un  rap- 
port constant.  Cette  arête  de  rebroussement  est  donc  une  hé- 
lice tracée  sur  un  cylitulre  à base  quelconque. 


11.  Supposons  que  la  courbe  C soit  rinterseclion  de  la  sur- 
face S par  une  autre  surface  S,  ; désignons  paru,,  a,,  s\  et 
les  valeurs  qu’il  faut  mettre  au  lieu  de  w,  o,  r/  quand  on 
substitue  S,  à S.  On  aura 


d a — dm  -f-  Cosut/s',  d a,  = dm  -)-cos  w,  di\ , 
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d’où,  en  faisant  a — a,  = V, 

V = cos  U lit  — cos  w,  </•'  . 

II  est  aisé  de  voir  que  V est  l'angle  sous  lequel  se  coupent 
les  surfaces  S et  S,,  car  le  cosinus  de  cet  angle  est  la  somme 
des  produits  des  cosinus  des  angles  que  font  les  normales  aux 
surfaces  S et  S,  avec  trois  axes  rectangulaires  quelconques.  Si 
l’on  prend  pour  ceux-ci  les  trois  droites  (a,  6, 7),{  Ç,u,  ç ),  {X, ;*,*). 
on  trouve  immédiatement  que  le  cosinus  dont  il  s’agit  est  égal 
à cos  O cosct,  -t-sin  o sin  o,,  c’est-à-dire  égal  à cos  (o  — o,). 

Si  la  courbe  C est  ligne  de  courbure  de  S et  de  S,,  cos»  et 
cosw,  sont  nuis,  on  a donc 

tfV=o  et  V=  constante. 

Réciproquement  si  V est  constante  et  si  l’un  des  cosinus  cos  » 
et  cos  (0,  est  nul,  l’autre  est  aussi  nécessairement  nul.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Si  ' V intersection  de  deux  surfaces  est  une  ligne  de  cour- 
bure de  chacune  d'elles,  ces  deux  surfaces  se  coupent  partout 
sous  le  même  angle. 

Et  réciproquement , 

Si  deux  surfaces  se  coupent  partout  sous  le  même  angle  et 
si  l'intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  l’une  des  sur- 
faces, elle  sera  aussi  une  ligne  de  courbure  de  l’autre  sur- 
face. 

Supposons  que  l’une  des  deux  surfaces  se  réduise  à un  plan  ou 
à une  sphère;  toute  ligne  plane  ou  sphérique  peut  être  consi- 
dérée comme  une  ligne  de  courbure  du  plan  ou  de  la  sphère 
sur  laquelle  elle  se  trouve.  On  a donc  ce  théorème  qui  com- 
prend l’un  de  ceux  énoncés  précédemment  : 

Si  une  ligne  de  courbure  d ‘une  surface  est  plane  ou  splu'~ 
rique,  le  plan  ou  la  sphère  qui  contient  cette  ligne,  coupe  la 
surface  partout  sous  le  même  angle. 

Et  réciproquement. 

Si  un  plan  ou  une  sphère  coupe  une  surface  partout  soin 
le  même  angle,  l’intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  la 
surface. 
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On  peut  ajouter  la  proposition  suivante  : 

Une  ligne  de  courbure  d’une  surface  ne  peut  être  ligne 
géodésique  sur  celte  surface  que  si  elle  est  plane,  et  dans  ce 
cas  il  faut  encore  que  le  plan  de  la  ligne  de  courbure  soit  nor- 
mal à la  surface  : cette  condition  est  évidemment  suffisante.  * 

En  effet,  reprenons  les  équations  (4).  Pour  que  la  courbe  G 
soit  ligne  géodésique  de  S,  il  faut  et  il  suffit  que  o soit  égal  con- 
stamment à 90°;  on  a alors  </ei  = o,  et  la  troisième  équation 
( 2)  devient 

rfn  -i-  cos  M dê  = O. 

Pour  que  cette  ligne  géodésique  soit  ligne  de  courbure,  il 
faut  que  cosm=  O et  par  suite  dii=o. 

§ 111. 

Recherche  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de  F un  des 
systèmes  sont  planes  ou  sphériques. 

12.  Sur  les  trajectoires  orthogonales  d’un  plan  mobile. 
La  recherclie  des  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  l’une 
des  courbures  sont  situées  dans  des  plans  normaux  à la  surface, 
se  ramène  immédiatement  à la  détermination  des  trajectoires 
orthogonales  d’un  pian  mobile.  L’intégration  dont  dépend  la 
solution  de  ce  problème  peut  être  effeeluce  d’une  manière 
très-élégante  au  moyen  des  formules  que  nous  avons  établies 
dans  le  § 1;  c’est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  ici. 

Désignons  par  x,  y,  z des  coordonnées  rectangulaires;  par 
a,  6,  7;  Ç,  «,  Ç;  1,  ft,  V les  angles  formés  avec  les  axes  par  la 
tangente  de  la  trajectoire  orthogonale  du  plan  mobile,  par  la 
• normale  principale  (direction  du  rayon  de  courbure)  et  par 
i’axe  du  plan  osculateur.  Soient  aussi  ds  la  différentielle  de 
l’arc  de  la  trajectoire,  di  l’angle  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines,  et  l'angle  de  deux  plans  oscillateurs  infiniment 
voisins.  On  aura  ces  trois  formules  relatives  à l’axe  des  x, 

/ d cos  a = cos  Ç </• , 

( 1 ) 1 d cos  l = cos  Ç dr, , 

I (/ cos  C = — COSac/j  — COSAf/iî, 
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et  six  autres  semblables  relatives  aux  axes  des  j et  des  z;  on 

a,  en  outre, 

rfr=  f/  COS  a )■  -h  ( (/  COS  S )•  -h  ( f/  COS7  )’, 

^ ^ \ (h.  - v'(  (I CÜS 1 )’  -4-  ( rf  cos  )»-+-(  d COS  V )^. 

Cela  posé,  l’équation  du  plan  mobile  sera 

( 3 ) ^ cos  a -t-  7 cos  e -I-  3 cos  7 = «, 

OÙ  l’on  doit  considérer  a,  6,  7 et  u comme  des  fonctions  d un 
paramètre  variable  /;  et,  pour  obtenir  les  trajectoires  ortho- 
gonales, il  faudra  intégrer  ies  équations 

( 4 ) dx  — dt  cos  a,  dy  — ds  cos  G,  dz  = ds  cos  7. 


A cet  effet,  nous  poserons 

(5)  xcüsX-t-^coSft-f- i cosv  =ü; 

en  différentiant  deux  fois  cette  équation  (5),  et  ayant  égard  aux 
équations  ( 1 ) et  ( 4 ),  Ü vient 

fin  I .. 

X cos  a -H/  COS  Z -y  Z cos  ' 


du 

a;cosÇ4-7Cosv-i-zcosï  = •> 


, r ''^1 


La  comparaison  des  équations  (3)  et  (7)  donne 

. du 


(8) 


(ir, 

— H L =— «T- 

dr,  dr, 


Sans  fixer  la  quantité  que  nous  choisissons  pour  le  paramè- 
tre t,  nous  pouvons  prendre  n pour  variable  indépendante,  et 
poser 

(9)  = 

7'  désignant  la  deuxième  dérivée  de  la  fonction  7;  alors  l’inté- 
grale de  l’équation  (8)  est 

(10)  U = A sin  n -t- B cos  >1 — 7(»'), 

A et  B étant  deux  constantes  arbitraires. 
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Il  résulte  de  là  que,  si  l’on  pose 
(il)  V = x cos>  -i-jcos(i  + a cosv4-?(>i) — A sinn  — B cosn, 


les  équations  (5),  (6)  et  (7  ) qui  appartiennent  à la  trajectoire 
du  plan  mobile  seront  équivalentes  aux  trois  suivantes: 


(12) 


V = o, 


d\ 

dt 


O, 


d'\ 

do 


O, 


car  les  termes  qui  proviennent  de  la  variation  de  x,  y,  z 
dV 

dans  V et  dans  —,  - se  détruisent  mutuellement. 
dt 


Nous  ferons 
cos>  = 


t fU) 

rm  cos  g = — ' , 


cos  V : 


d’où  il  résulte 


en  désignant  par/ une  fonction  du  paramètre  t et  par/'  la  dé- 
rivée de  cette  fonction.  Si,  en  outre,  on  met  dans  l’équa- 
tion (11),  F(<)  au  lieu  de  ?(>!),  9 et  4>  (9)  au  lieu  de  A et  B,  il  vient 


(i4)  V = _l_F(t)  — 9sin » — <t>{9)cos>i, 

où  n représente  la  valeur  donnée  par  l’équation  (i3).  Et  si  l’on 
élimine  t et  9 entre  les  équations 


(i5) 


V=o, 


on  obtiendra  l’équation  générale  des  surfaces  pour  lesquelles 
les  lignes  de  l’une  des  courbures  sont  dans  des  plans  normaux 
à la  surface;  les  équations  (i5)  renferment  trois  fonctions  ar- 
bitraires,/, F et  <J>.  11  est  clair  que  notre  analyse  exclut  le  cas 
où  les  lignes  de  la  deuxième  courbure  sont  planes. 

On  peut  obtenir  un  résultat  plus  simple  encore  dans  le  cas 
particulier  où  les  plans  des  lignes  de  la  première  courbure 
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passent  par  un  point  fixe.  En  plaçant  l’origine  des  coordon- 
nées en  ce  point,  on  a u = o,  et  la  fonction  f de  l’équation  ( lo) 
est  nulle.  Si  l’on  pose 

IV  Ar  • dV 

W = V sin  D -H  -J—  cos  », 
a» 

on  pourra  aux  équations  (la),  c’est-à-dire  aux  équations  (5), 
(6)  et  ( 7 ),  substituer  les  trois 

rfW 

dont  la  dernière  s’obtient  en  ajoutant  (5),  (6),  (7)  après  les 
avoir  élevées  au  carré.  Or,  en  désignant  par/(/)  une  fonction 
du  paramètre  t et  faisant 

cas) St n 7) H-cos^coi  ij  _ cos;* sin J7-*-co«y cos»»  cos»  sin •+■  cosÇ cosi; 

‘ 7TÔ  i ’ 

la  valeur  de  W’  se  réduit  à * — — A;  si  donc  on  pose 

v/i -+-/=-!-/’ 

A = -r  ( A*  4-  D»), 

et  qu’on  remplace  .A’ -H  B’  parx=  -t-j*  + a’,  ce  qui  donne 


W = 


Z 4—  tx 


— ’ 4-  Z'), 


l’équation  de  la  surface  que  nous  considérons  sera  le  résultat 
de  l'élimination  de  t entre  les  deux  équations 


W O, 


</W 

lit 


qui  renferment  les  deux  fonctions  arbitraires  /et  <i*.  On  re- 
trouve ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  l’une  des  surfaces  étii- 
iliécs  par  Monge. 


13.  Sur  les  trajectoires  orthogonales  d'une  sphère  mobile . 
I41  recherche  des  surfaces  dont  les  lignes  de  l’une  des  cour- 
bures sont  situées  sur  des  si)hères  normales  à la  surface,  se  ra- 
mène immédiatement  à la  détermination  des  trajectoires  ortlio- 
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gonales  d’une  sphère  mobile,  et  ce  dernier  problème  se  réduit 
lui-méme  très-aisément  à la  détermination  des  trajectoires  or- 
thogonales d’un  plan  mobile,  question  dont  nous  venons  de 
donner  la  solution.  C’est  ce  que  je  me  propose  d’établir 
ici  (*). 

Soit 

(i)  {x  — è)’ 4-{a — cY  = r' 

l’équation  d’une  sphère  en  coordonnées  rectangulaires;  a,  è,  c,r 
désignent  des  fonctions  d’un  paramètre  variable  t.  Les  trajec- 
toires orthogonales  de  cette  sphère  mobile  auront  pour  équa- 
tions différentielles 


Soient  a,  6,  7 les  angles  formés  avec  les  axes  par  une  droite 
arbitraire  variable  avec  le  paramètre  /;  désignons  aussi  par  u 
une  nouvelle  fonction  de  t et  posons 

(3)  = rM«/ > Jb  = rud^^^i  dc  — rud^^^- 

H U U 


Enfin,  au  lieu  des  variables  x,jTt  prenons-en  trois  autres 
x„jr„  Z,  telles  que  l’on  ait 


( *)  M.  Ossian  Bonnet  s'cst  occupe  le  premier  do  la  recherche  des  surfaces 
dont  il  s^acit  ici.  Mais  les  formules  qu'il  a données  me  paraissent  trop  compli- 
quées pour  qu'on  puisse  en  tirer  parti;  aussi  je  crois  faire  une  chose  utile  en 
publiant  le  résultat  si  simple  que  j'ai  obtenu.  On  verra  d'ailleurs  que  l'analyse 
dont  je  fais  usa(;c  s'applique  sans  difficulté  au  cas  general,  non  encore  résolu, 
des  surfaces  dont  les  lignes  de  l'une  dos  courbures  sont  sphériques. 
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d'où  l’oii  tire,  en  ajanl  égard  à l'cquaiion  (i), 

u[x  — a-l-rcos  a) 

{x  — a)  cos  * + (j* — b)  cos  S-h{z  — c)  cos  y -h  r 

><(  r — b-+-  rcosë) 

[x  — a)  cos  « -f-(j  — ù)  cos  6 -H  ( z — c)  cosy  -t-i- 

ii{z  — c + r cos  7 ) 

{x  — a)  cos  a + ( J — i ) cos  6-f-(a  — c)cosy-i-r 

Au  moyen  des  équations  (3)  et  (4)  les  équations(i  ) et  ( 2)  se 
réduisent  aux  suivantes  : 

(6)  X,  CÜSa-l-/,  COS6-|-i,  cos  7 = f/, 

( ) (/x,  _ _ (/Z|. 

^ cos  a cos  6 CÜS7' 

on  voit  que  si  l'on  considère  x„  j,,  z„  comme  des  coordon- 
nées rectangulaires,  les  équations (7)  appartiendront  aux  tra- 
jectoires orthogonales  du  plan  mobile  représenté  par  l’équa- 
tion (6). 

\k.  Nous  conserverons  toutes  les  notations  dont  nous  avons 
fait  usage  au  n®  i‘2.  Ainsi  nous  désignerons  par  5,  vi,  ï;  ),  fi,  v 
les  angles  formés  avec  les  axes  par  le  rayon  de  courbure  et 
par  l'axe  du  plan  osculatcur  de  la  trajectoire  du  plan  ((>); 
par  dt  l’angle  de  deux  tangentes  inüniment  voisines  et  par</>! 
l’angle  de  deux  j)lans  oscidateurs  iiinniment  voisins.  Dési- 
gnant en  outre  par  A et  B deux  constantes  arbitraires,  et 

posant 

U = A sin  » 4-  B cos  n — ^ ( ’î  )• 

les  trajectoires  orthogonales  du  plan((»)  seront  représentées 
par  l’équation  (6)  jointe  aux  deux 

(8)  X,  cosX -(- J,  cosfi -t- cos  V = U, 

(9)  X,  COSÎ -t-1'i  cosu-l- Z.  cos  4 = -t-- 

• tlT, 


(5) 


X,  = 


r,= 


Al  = 
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Si,  dans  les  équations  (8)  et  (9)  on  remplace  x„  z,  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (5),  on  aura  deux  nouvelles  équations 
qui,  jointes  à l’équation  (i),  feront  connaître  les  trajectoires 
orthogonales  de  la  sphère  (t).  EnGn,  si  l’on  exprime  A et  B en 
fonction  d’un  paramètre  9 et  d’une  fonction  arbitraire  de  ce 
paramètre,  les  mêmes  trois  équations  représenteront  les  sur- 
faces dont  les  lignes  de  l’une  des  courbures  sont  situées  sur 
des  sphères  normales  à la  surface.  Les  équations  que  nous  for- 
mons ainsi  contiennent  seize  quantités  fonctions  du  paramè- 
tre /.savoir  : a,b,c,r,  mouç(ti)  et  les  onze  angles  «,  6,  y ; |,u,  Ç; 
X,  v;  ( et  «.  Toutes  ces  seize  quantités  peuvent  s’exprimer 
immédiatement,  dans  le  cas  général,  en  fonction  du  paramè- 
tre t et  de  trois  fonctions  arbitraires  de  ce  paramètre;  cela 
peut  se  faire  d’une  infinité  de  manières;  le  choix  du  paramètre 
et  des  fonctions  arbitraires  doit  être  subordonné  aux  conve- 
nances du  cas  particulier  que  l’on  veut  étudier. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  les  sphères  qui  contien- 
nent les  lignes  de  courbure  ont  leurs  centres  en  ligne  droite. 
On  pourra  faire  ici 

a = o,  è=o,  cos  a = O,  cos  6 = 0,  cosy  = i; 
alors  les  équations  ( 7 ) se  réduisent  à 
f/x,  = 0,  = 

et  nous  pouvons  poser 

W -:+rî  = F(^), 

F désignant  une  fonction  arbitraire.  Faisant  ensuite 

c =1,  M = V— /(<), 

on  a 


et  si  l'on  pose 

V_  z — t — 'Jx' 

a — / -i-  v'x’ 
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l’équalion  (lo)  se  réduit  à V'=o  en  vertu  de  (5).  La  surface 
que  nous  considérons  ici  sera  donc  représentée  par  l’équa- 
tion V=  O jointe  à l'équation  (i);  il  est  aisé  d’assurer  qu'elle 
peut  l'être  aussi  par  les  deux  équations 


4 

résultat  que  j’ai  donné  déjà  dans  mon  Mémoire  iur  les  surfaces 
dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphériques. 

Remarquons  encore  le  cas  où  les  sphères  qui  coiilieiineiii 
les  lignes  de  courbure  ont  seulement  leurs  centres  dans  un 
même  plan.  Ce  cas  se  ramène  immédiatement,  d'après  ce  qui 
précède,  au  cas  des  surfaces  dont  les  lignes  de  l’une  des  cour- 
bures sont  dans  des  plans  parallèles  à une  droite  fixe  et  nor- 
maux à la  surface. 

15.  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  l'une  des  courbures 
sont  sphériques.  Soient  x,  y,  z des  coordonnées  rectangu- 
laires et  a,  b,  c,  r,  l des  fonctions  d’un  paramètre  /,  dont  la 
dernière  l contient  le  facteur  ^ — i.  Si  l’on  pose 

dz  — pdx  -H  qdy, 

l’ëquation  différentielle  des  surfaces  dont  il  s’agit  sera  le 
résultat  de  l’élimination  du  paramètre  t entre  les  deux  équa- 
tions 

(i)  [x  — aY  -+-(r— *)’  -I- {^— c)’=  r’— 

(a)  —[x-a]p-[y—b]q-+-(z-c]  = / y'- i - — ç». 

Soient  x„  y„  z„  v,  quatre  fonctions  inconnues  de  /,  assujetties 
à vérifier  les  équations 

(3)  (a:,  — (r*  — *)’-!-  [z,—  cY+  {v,—  l)'  = r\ 

(A\  </x,  _ dy,  dz,  _ de, 

X,  — a y, — b Z,  — c v,  — l 

et  posons 

(5)  V = (X.  _ (X-  (J.,  _ i)(y  _ i)  + (,.  _ r)(,  - c)-  / (.•.  - /)-  r*. 
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11  esi  aisé  de  s’assurer  que  l’équalion  V=o  satisfait  à l’cqua- 
tion  (2)  ; elle  sera  donc  une  intégrale  complète  de  celle-ci,  si 
les  valeurs  de  x„y„  z„  v,  tirées  des  équations  (3)  et  (4)  ren- 
ferment dans  leurs  expressions  deux  constantes  arbitraires. 
Si,  en  outre,  on  exprime  les  deux  constantes  dont  il  s’agit  en 
fonction  d’un  paramètre  8 et  d’une  fonction  arbitraire  de  ce 
paramètre,  l’intégrale  générale  de  l’équation  (a)  sera  le  résul- 
tat de  l’élimination  de  0 entre  les  deux  équations 


V=  O, 


dV 

do 


= O. 


Enfin  l’équation  intégrale  des  surfaces  dont  nous  nous  oc- 
cupons sera  le  résultat  de  l’élimination  de  / et  6 entre  les  équa- 
tions (1)  et  (6). 

Soient  a,,  b,,  c,,  /,  et  u cinq  fonctions  de  t,  choisies  de 
manière  que  l’on  ait 

(7)  n; -t-è] = I, 

(8)  da=  rud—i  db  = rud  — t dc—rud—i  dl=rud—t 

U U U U 


et  prenons,  au  Heu  de  , j,,  z,,  v,,  quatre  nouvelles  variables 


(9) 


V, , telles  que 

ic,  = a-hr| 

a ux, 

-n'i, 

-^r\  + «î 

4-v; 

\y.=  b-hr\ 

luy, 

^ V 

-i-z; 

-H  e; 

-b.  y 

1 Z,  = c -f-  r 1 

2MZ, 

-t-rl  4- 

-H  ej 

! v.=  /-^-r( 

2 UV, 

■+■  v; 

Au  moyen  des  équations  (7),  (8),  (9),  les  équations  (3)  et 
(4)  se  réduisent  à 

(10)  a,x,  + b,y,+c,z,+l,Vt  = u, 

dx,  dy,  dz,  dv, 

(“J  — = 
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ol  la  question  est  ramenée  à trouver  des  valeurs  de  x,,  y,, 
Z,,  Vt,  qui  satisfassent  à ces  équations  et  qui  renferment  dans 
leurs  expressions  deux  constantes  arbitraires. 

Remarquons  d’abord  le  cas  où  les  sphères  qui  contiennent 
les  lignes  de  courbure  ont  leurs  centres  dans  le  même  plan. 
En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  xy,  on  a c = o,  puis  on  peut 
faire  c,  = o et  z,  = o,  ou  = une  constante.  On  voit  alors  que 
le  problème  est  immédiatement  ramené  à la  détermination  des 
trajectoires  orthogonales  d’un  plan  mobile. 

16.  Considérons  maintenant  le  cas  général.  Nous  poserons 


n. 

_ 

cos6, 

y'.-/; 

/, 

= /'y/=T, 

n 

v/i-/; 

en  outre,  pour  n’avoir  dans  nos  formules  que  des  quantités 
réelles,  nous  remplacerons  e,  par  e,  — i.  Les  équations  (lo) 
et  (i  i)  deviennent  alors 


(la) 

X,COSa-|-_riCOs6  4-^iCOS7 

= l'v,  4- 

(i3) 

dx,  dy,  dz, 

COSa  CüSÊ  COS7 

On  peut  regarder  a,  6,  7 comme  les  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  tangente  d’une  courbe  arbitraire;  nous  désignerons 
parÇ,  U,  4;  n,  » les  angles  formés  avec  les  mêmes  axes  par  le 
rayon  de  courbure  et  par  l’axe  du  plan  osculateur  de  cette 
courbe  arbitraire;  par  dt  l’angle  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines,  et  par  l’angle  de  deux  plans  osculatcurs  infini- 
ment voisins. 

Cela  posé,  pour  intégrer  les  équations  (i3),  nous  poserons 


(i4)  x,cosX  4-^, cosp -i- a,cosv  = U. 

Dilférentiant  trois  fois  cette  équation  et  ayant  égard  aux  équa- 

o 
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lions  ( 1 2 ) cl  ( 1 3 ),  ainsi  qu’aux  formules  des  n"  12  el  suivants, 
il  vient 


(<5) 

(.C) 

{'7) 


„ rfll 

ar,  COSÇ  4- /iCOSU  -+-  3,C0SÇ  = 

(Iri 


I dr,  dv, 

FTt 


II'  I dn/d’lj  \ 

dv,  dn  d r dr,  /rf’U  A ] ‘rfU 

Tü^-inih  = 


dri  élanl  prise  pour  la  différentielle  constante.  Posons,  pour 
abréger. 


si  l'on  tire  de  l’équation  (i6)  la  valeur  de  ^ pour  la  porter  dans 
l’équation  ( 17  ),  on  obtiendra 


(.8) 


i/jj)  — L ^ L. 

F^TTT 


Désignant  par  f(»)  une  fonction  arbitraire,  nous  poserons 


(19)  u'=  — l'J'l'^^(f)dn, 
et,  en  faisant 

U = Ui  -I-  ç(»i  ), 
l'équation  (18)  se  réduit  à 

(20)  .f(U,  ) = o. 


Cette  équation  devient  intégrable,  si  on  la  multiplie  par  le  fac- 
teur 2 et  l’on  obtient,  en  intégrant, 

{r-  - 


Nous  pouvons  supposer  la  constante  nulle,  car  il  suflii  pour 
notre  objet  que  l’expression  de  U,  renferme  deux  consuintcs 
arbitraires;  alors  si  l’on  désigne  par  A une  constante  arbitraire, 
par  ri,  une  valeur  initiale  quelconque  de  »,  par  e la  base  des 
C'éd.ll.  21 
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logarithmes  népériens,  et  que  l’on  pose 


ré(|uation  (ai)  devient 


Désignons  par  une  fonction  arbitraire,  par  '!<'(r,)la  dé- 
rivée de  cette  fonction,  et  déterminons  /'  par  l’équation 


(23)  r(«) 

posons  aussi 

l’équation  (aa)  devient 


dr. 


j I 

\/r-' 


U,  = :g-  + A ( r,  ), 


(2/j) 


(^_iln±!LZLLu,--  = n. 

dti  a\|<  2 


Cette  équation  (a4)  est  linéaire,  et  l’on  en  tire  immédiate- 
ment 


y-n'-' 

a ^ 


dr} 


B étant  une  constante  arbitraire. 

On  obtiendra  donc  ainsi  sans  difficulté  une  valeur  de  U ren- 
fermant deux  constantes  arbitraires  A et  B;  la  valeur  de  D 
étant  connue,  l’équation  (i6)  donnera  e, , et  l’on  aura  ensuite 
X,,  , s,  au  moven  des  équations  (la),  (i4  ) et  (i5). 

Si  l’on  pose 

COS)i cos  fl  COSv 

— -7(7)-“’ 
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on  pourra  exprimer  iminédialement  les  angles  f*,  »;  Ç,  u,  Ç; 
a,  6,  7;  » et  t en  fonclion  du  paramètre  t et  de  la  fonction  ar- 
bitraire/(/);  si  l’on  met  ensuite  ♦(<)  et  'r(/)au  lieu  de  7(>i)et 
'Hfl),  et  que  l’on  désigne  enfin  la  quantité  r par  F(/),  toutes  les 
quantités  qui  figurent  dans  nos  équations  pourront  s’exprimer 
facilement  au  moyen  du  paramètre  t et  des  quatre  fonctionsarbi- 
lraires/(t),  F(t),  Le  problème  que  nous  nous  étions 

proposé  se  trouve  donc  résolu  dans  toute  sa  généralité.  Il  reste 
nombre  de  détails  à examiner;  je  les  étudierai  ailleurs. 

11  faut  remarquer  un  cas  particulier  qui,  par  sa  nature,  se 
distingue  essentiellement  du  cas  général;  je  veux  parler  du 
cas  de  r=o.  En  changeant  / en  les  équations  (1)  et  (2) 

deviennent 

(x—af+  (r  — è)’-f-(z  — c)’= 

— p(x  — a)  — q[r—b)  + (z  — c)  —lyjx-+-p‘+  q‘- 

en  éliminant  /,  il  vient 


{(x  — (i)^- ^(r  — c)]’  -e [(r  — -e  ? (f  — c)]’  H-  (7  (i  — a)  — />  (r  — = ‘>1 

et  pour  obtenir  une  surface  réelle,  il  faut  que  l’on  ait 


X — a + p(z  — c)  = 0,  — è ) -4-  q{z  — c)  — o. 


Si  donc  M désigne  l’expression  (x  — <t )’ -4-  (r—è)’-+-(2  — 


rfM 

on  aura  = o, 
par  les  équations 


et  notre  surface,  qui  est  alors  représentée 


M=.o, 


sera  l’enveloppe  d’une  sphère  mobile  et  variable  de  grandeur. 
Les  lignes  de  courbure  sphériques  sont  ici  des  circonférences. 

Si  le  cas  de  r=o  échappe  à notre  analyse,  les  surfaces  à 
lignes  de  courbure  circulaires  n’en  sont  pas  moins  données 
par  notre  méthode  générale.  Ces  surfaces  correspondent  effec- 
tivement à l’intégrale  complète  de  l’équation  {2)  qui  nous  a 
servi  de  point  de  départ;  je  dois  même  ajouter  que  c’est  par  la 
considération  à priori  des  surfaces  à lignes  de  courbure  circu- 
laires que  j’ai  été  conduit  à l'intégrale  complète  dont  il  s’agit. 

21 . 
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17,  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  l’une  des  courbures 
sont  planes.  Au  moyen  de  la  transformation  dite  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  on  passe  immédiatement  des  surfaces 
dont  les  lignes  de  l’une  des  courbures  sont  sphériques  aux 
surfaces  dont  les  lignes  de  l’une  des  courbures  sont  planes  (*). 
La  recherche  de  ces  dernières  surfaces,  déjà  faite  par  M.  Ossian 
Bonnet,  est  donc  comprise  implicitement  dans  ce  qui  précède; 
mais  il  n’est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que  cette  recherche 
se  ramène  immédiatement  à l’intégration  des  équations  (i3) 
du  n”  16.  EffecUvement,  x,  y,  z désignant  des  coordonnées 
rectangulaires,  a,  6,  7,  «,  / des  fonctions  d un  paramètre  t,  si 
l’on  pose  dz=pdx-hqdy,  l’équation  différentielle  des  sur- 
faces dont  il  s’agit  sera  le  résultat  de  l’élimination  du  para- 
mètre t entre  les  équations 

(1)  XCOSa -h/COSfi -I-  2CÜS7  = M, 

— pCOSa  — ÇCOSê  -t-  COS7  = / V’* 

Soient  x,,  y„  z,,  v,  quatre  fonctions  inconnues  de  /,  assu- 
jetties à vérifier  les  équations 

(3)  jT,COSa-|-r>COS6-l-«iCOS7  = /i',-)-M, 

d^_dy___d^ 

(4)  COSa  cosë  COS7  / ’ 
et  posons 

\ = {x  — x,Y-y{y  — y,y+{z  — z,y—v]; 

l'équation  V = o satisfera  à l’équation  (2),  et  elle  en  sera  une 
intégrale  complètes!  les  valeurs  de  x,,  y,,  a, , e,  tirées  des  équa- 
tions (3)  et  (4)  renferment  dans  leurs  expressions  deux  con- 
stantes arbitraires.  Le  problème  est  donc  ramené  à I intégra- 
tion des  équations  (4),  intégration  qui  se  trouve  effectuée  dans 
le  numéro  précédent. 


{*)  Il  sutHl  elTectiïcmcnt  de  supposer  que  les  sphères  qui  conlienncm  tes 
lignes  de  courbure  passent  toutes  par  un  même  point,  cl  de  prendre  ce  point 
|io«r  cctilre  «le  Iransformallou. 
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§ IV. 

Sur  l'intégmtioH  d'une  certaine  classe  d’équations 
différentielles  simultanées;  par  M.  Ossun  Bonnet  (*). 

18.  M.  J.-A.  Scrrcl  a intègre  le  premier,  dans  le  cas  général, 
l'équation  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre  qui 
représente  les  surfaces  à lignes  d’une  des  courbures  sphéri- 
ques. La  méthode  dont  il  s'est  servi  repose  sur  la  détermina- 
tion de  quatre  fonctions  x,  y,  z,  v d’une  variable  » renfermant 
deux  constantes  arbitraires  et  vérifiant  : i^.les  trois  équations 
différentielles 

dx  dy  dz  dv 

X — a y — b Z — c v — n’ 

2®  l’équation  en  termes  finis 

( X — a )>  -H  ( ^-  — 6 )’  -h  ( a — c )’  + ( V — « )»  = r’, 

où  a,  b,  c,  n,  r expriment  cinq  fondions  entièrement  arbi- 
traires de  w. 

M.  Serreta  d’ailleurs  résolu  d’une  manière  très-élégante  ce 
dernier  problème  en  s’aidant  des  formules  relatives  à la  théorie 
des  courbes  gauches  qui  déjà  avaient  permis  de  traiter  plu- 
sieurs questions  importantes. 

Je  me  propose  dans  celte  Note  de  généraliser  les  résultats 
de  M.  Serrel  et  de  faire  voir  que  l’on  peut  déterminer  les 

valeurs  les  plus  générales  des  p fonctions  x,  y t,  u,  v 

d’une  variable  « qui  vérifient:  i"  les  />— i équations  diffé- 
rentielles 

dx  dy  dt  . 

' ' X — a y — b t — / M — m v — n’ 

a”  l’équation  en  termes  finis 

(2)  {x—a)>+{y—by  + ..  m)’-l-(v—»)’  = r% 

où  «,  b,..  .,1,  ni,  n,  r expriment  p -t-  i fonctions  entièrement 
arbitraires  de  <w. 

( ')  Nous  croyons  utile  du  Taire  coonaltro  ici  l’extension  remarquable  que 
M.  Ossian  Bonnet  a donnée  it  la  méthode  diWeloppée  dans  le  para|;rapho 
précédent  (L'article  que  nous  reproduisons  textuellement  est  extrait  des 
Comptes  rendat  det  ufûiicei  de  l’Académie  des  Scirnccs,  I.  LUI,  p.  97 1 . ) 
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NOTE  SUR  LA  THEORIE 


Substituons  d’abord,  comme  le  fait  M.  Serret , aux  p 
fonctions  arbitraires  a,  b,...,  l,  m,  n,  d'autres  fonctions 
rti,  b, m,,  r,  liées  aux  premières  et  à r par  les  relations 


rr, 

- -d  îi. 

fil- 

a.*-:, 

v'ic",’ 

. m; 

-r-  A J -T-  ...-i-  /#' J 

rr 

d/Hi, 

_ ai, 

. -f-  • '"1 

Remplaçons  en  outre  les  inconnues  x,  y /,  «,  e par  les 

inconnues  X,,  ri t,,  u„  v„  telles  que 


r 

'-1- 

/ 2r,x, 

V''i-t-a?4-6;4-.. 

U:-f-.r;-t-...4-e; 

^ r 

/ 2 r,y, 

y/ 1 4-a;-t-6;4-.. 

.4-/»;  W;-)-.r;4-...4-<'; 

r 

/ 2 r,  V, 

v'i4-a;4-6;-i-. 

les  équations  ( i ) et  ( 2 ) deviendront 

, 2 . (Ix, i/r, (/ti, ^ 

fl,  b,  ‘ ' in,  ' 

(4)  a,  X, -h  b, y, -i-  ■ • ■ ~t-  w,M,  -f-e,  = »■,, 

d’où  l’on  tire  par  l’élimination  de  v,  : 


(1  -f-èî  -+- ...  -+-  ni])dx,  = a,{(/r,  — x,da,  — r,db,  — ...  — u,dni,). 
(i  -t-aj  -Hùf  m])dy,  = b, {dr,  --  x,da,  — y,db, — ...  — u,dm,), 


[ (1  4-aJ  -1-6;  4- ...  -f-  m])du,  =ni,{di\  — x,da, — y,db,  — ...  — u,dm,). 

Les  équations  précédentes  étant  linéaires,  elles  pourront 
être  intégrées  complètement,  lorsqu’on  saura  déterminer  les 
intégrales  générales  des  équations 

/ { I -t-al-h  6|  4-  )dx,  = — a,{x,da,  -hy,db,-y  ), 

I ( I 4-  a;  -t-  6;4-...4-  m;  )dy,  = — b,(x,da,  4-  y,db,  4-  ...  4-  tt,dm,  ), 


\ ( I 4-a;  -t-  6|  -t-  a.-;  )du,  ~ —ni,{x,dfi,  -^-Vidh,  4-  ...  4-  ihdin,  ), 
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obtenues  en  négligeant  les  tei  nés  tout  connus  dans  les  équa- 
tions (5).  Or,  en  posant 

. » dy-, (tu-, 

fl.  “ 6,  “ ‘ -ni: 

on  trouve  aisément 

fl.  ;/||  J/j 

; -t-  . . . +-  «î  -h  (c,  _ a)-  = (3, 

a et  P étant  des  constantes  arbitraires,  d’où  en  éliminant  e, 

^ î ”*“•>'  î ■ -l-M  î -t-  (rt,  X,  -I-  6c/j-t-  • .-(-/«,«,)’=  p. 

On  conclut  de  là  que  les  équations  (6)  peuvent  être  rem- 
placées par  les  suivantes  : 


(7) 


( ■ _ ^hj  — — î*!  — îùi’ 

' fl.  6i  ' /,  ni,  ’ 


Nous  ferons  la  constante  arbitraire  p égale  à zéro,  les  équa- 
tions 


(8) 


d.r, _ _ (It, dit, 

fl,  b,  ~ I,  w,  ’ 


auxquelles  se  réduiront  les  équations  ( 7 ),  seront  moins  géné- 
rales que  les  équations  (6),  mais  elles  définiront  p — 2 inté- 
grales particulières  des  équations  (6).  Or  on  sait  que,  lors- 
qu’on a un  système  d’équations  linéaires  du  premier  ordre  et 
sans  second  membre,  si  l’on  connaît  un  nombre  d’intégrales 
particulières  inférieur  d’une  unité  au  nombre  des  équations  ou 
des  inconnues,  on  peut  déterminer  les  intégrales  générales 
par  des  quadratures.  Toute  la  question  est  donc  ramenée  à 
trouver  les  valeurs  les  plus  générales  de  x„y„. . it,  qui 
vérifient  les  équations  ( B ). 

Je  fais 

x,  = fix,,  y,=z  hy,,. . u,  = liu,^ 
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avec  la  condition 

(9)  ^ î 4-/5  s = '5 

les  équations  ( 8)  donneront 


(10) 

(>') 


(Ih 

/£3  _ 

■'r) 

(ijx>  _ 

d.n' 

\ «. 

A./ 

V fl. 

/ 

fl  II, 

(1  Xi 

(liii 

(/fl. 

ni, 

a, 

_A._ 

m. 

_ £? 

~ !li  — 

in, 

fl, 

ni, 

b. 

m. 

a,  X, 

4-ô,j3  4-  ...  4- 

/,  fj  4-  ni,  «,  : 

= i, 

l'équation  (lo)  donne  immédiatement  A avec  une  constante 
arbitraire  quand  x,  et  js  sont  connus.  Il  suffit  donc  de  trouver 
les  valeurs  les  plus  générales  de  x„  Xi,...,  tj,  u,  qui  véri- 
fient l’équation  ( 9)  et  les  équations (1 1).  Pour  cela,  je  pose 


2 

i-t-j:|4-/;4-...4-t;’ 

•'*  i4-(r;-t-/;4-.. 

.4-/; 

2/. 

’ ,-4-x;-t-.r;4-...4-/; 

’ I 4-JtJ  4-/Î 

..4-/: 

ce  qui  permet  de  laisser  de  côté  la  condition  (9);  puis,  pour 
abréger,  je  fais 

a,  b,  , . /■  _ / 

; :=  r/j  , fj, 

ffh-h  i nti-hi 

t -ha]  -h  b m]  _ 

(m,  4-/)’ 

les  équations  ( 1 1 ) se  changent  en  celles-ci  ; 

(ixi  (iy\  _ <?/< 

x,  — a,  /, — b,  ' <4  — /j 

{Xt  — rt,  )’  -H  (/,  — A,  )’  -1- . • . 4-  ( ^ — M’  = « î . 


qui  sont  comprises  dans  le  même  type  que  les  équations  pro- 
posées, mais  qui  renferment  deux  variables  de  moins.  On  peut 
donc  diminuer  ainsi  de  deux  unités  le  nombre  des  variables 
autant  de  fois  que  l’on  veut  et  parvenir  aux  cas  les  plus  sim- 
ples que  l’on  sait  traiter. 
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NOTE  IV. 

SUR  LES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. 


1.  Legendre  a désigné  sous  le  nom  d’intégrales  eulériennes 
les  deux  intégrales  définies 


— x)i-'dx. 


xf~'  (ix. 


qui  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  Euler  et  qui  ont 
fait  depuis  l’objet  des  recherches  d’un  grand  nombre  de  géo- 
mètres. La  première  intégrale  dépend  des  deux  paramètres  p 
et  q,  nous  la  désignerons  avec  Binet  par  la  notation  B{/>,  9); 
la  deuxième  intégrale  ne  dépend  que  du  seul  paramètre  p et 
nous  la  représenterons  avec  Legendre  par  le  symbole  r (^  ).  On 
aura  en  conséquence 


(O 


(2) 


\\(p,  q)  = 


xP-'  ( \ — x)i~'  dx. 


Y {p)=z  Ç e~‘  xP~'  dx, 
Jo 


e désignant  ici,  comme  à l’ordinaire,  la  base  des  logarithmes 
népériens. 

Les  fonctions  B{p,q)  sont  dites  intégrales  eulériennes  de 
première  espèce  et  les  fonctions  r(^)  intégrales  de  seconde 
espece.  Pour  que  ces  fonctions  restent  finies,  il  faut  et  il  suffît 
que  les  paramètres  />  et  g soient  positifs  ou  au  moins  que  leur 
partie  réelle  soit  positive,  s’ils  sont  imaginaires. 

• On  peut  donner  aux  intégrales  B une  autre  forme  qu’il  est 
utile  d’indiquer.  Si  l’on  pose 


I -H  >■ 


I — x: 


I r 


dx  = 


dr 


(■ 
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dans  la  formule  ( i ),  l’intégrale  relative  à y devra  être  prise 
entre  les  limites  o et  x ; on  aura  donc,  en  remettant  x au  lieu 
de  J, 


*(3) 


B{p,q)  = 


xP-' 
( I -I-  X 


t/x. 


ou  encore 


B{p,q)  = 


xP-'  dx 
(i  +x)f*i 


xP-'  dx 
( I + xy-^i' 


si  dans  la  deuxième  intégrale  on  remplace  x par  ^ » dx  par 

tlx  ' 

-■)  les  limites  qui  étaient  i et  x deviendront  i et  o et  on  . 

x^ 

pourra  les  renverser  en  changeant  le  signe  de  l'intégrale.  On 
aura  donc 


ou 

(4) 


B(p,q)  = 


xP~'  dx 
( I H-  x)P*i 


xi-'  dx 
{ I -\-x)P-^i' 


B{p,q)  = 


xP-'-i-x^-'  , 

-, : dx. 

{ 1 -f-  Æ- )>”*■» 


Cette  formule  (4)  montre  que  la  fonction  B (p,q)esl  symétri- 
que par  rapport  aux  deux  quantités  p ei  q dont  elle  dépend, 
en  sorte  que  l’on  a 

B{p,q)  = B[q,p); 


au  surplus  cette  propriété  peut  aussi  être  reconnue  sur  la  for- 
mule ( I ),  car  si  l’on  y change  x en  i — x,  on  transforme  immé- 
diatement B{p,  q)  enB{q,  p). 

Nous  allons  montrer  que  les  fonctions  B{p,q)  peuvent  s’ex- 
primer par  des  fonctions  r,  en  sorte  qu’il  n’y  aura  plus  à s’oc- 
cuper que  de  ces  dernières. 

2.  Si  l’on  désigne  par  m une  constante  positive  et  que  dans 
la  formule  ( 2)  on  pose  x — mx',  11  vient 


(5) 


V {p)  = ntP 


f—’  x'i’-'  dx'. 
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d’où 


_L—  ' n 

ml'  ~~  \'(p)  Jo 


x' P-'  tlx'. 


formule  dont  on  fait  en  analyse  un  fréquent  usage  et  qui  va 
nous  servir  pour  résoudre  la  question  que  nous  avons  en  vue. 
Effectivement,  on  a d’après  cette  formule 


' - r 

(,-i-a:)r+j  V(p-\-q]Jo 


p_(i+.)i-  je'p+î-'  dx’i 


donc  la  formule  (3)  peut  s’écrire  comme  il  suit: 


B(/>.î)  = 


I 

r(^-+-?) 


xP-'dx 


«-('+«)*■  dx'. 


Le  second  membre  de  celte  formuleesl  une  intégrale  double;  il 
est  permis  d’intervertir  l’ordre  des  intégrations  et  l’on  peut 
écrire 


B{p,q)  = 


— ^ r 


«-■»'  x'i~'  dx' 


er‘‘xP-'  dx-. 


mais,  d’après  la  formule  {5),  x'p  J"  e-^  ’ xP~'dx  est  égale  à 


y{p)-,  on  aura  donc 

B(p,  g)- 


r(p) 

'‘'{p  + q)Jo 


r-' 


dx', 


ou 

(6) 


B(/»,  7)  = 


»•(;>)  r(7) 
!'(/»  + 7)  ’ 


ce  qui  est  le  résultat  annoncé.  Nous  passerons  maintenant  à 
l’examen  des  principales  propriétés  des  fonctions  de  deuxième 
espèce. 


3.  Première  propriété  des  fonctions  r . Si  l'on  intègre  par 
parties  la  différentielle  xp-'  x er‘dx,  il  vient 


X 


xP~'  e~‘dx  : 


. xP~'  {p 


XP~’llx. 
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Si  l’on  a p~^\,  la  partie  inlégrce  disparaît  aux  deux  li- 
mites O et  X , et  l'on  a 


XOO 

e~^  jrp-tdx', 


c’esl-à-dire 


(7)  r(p)z=[p-i)r{p  — ,); 


cette  équation  exprime  la  première  propriété  des  fonctions  r; 
on  en  déduit  immédiatement,  en  désignant  par  m un  entier 
inférieur  à p, 

(8)  T(p)  = {p  — t){p  — ■}.)..  .{p  — m)V[p  — m), 

d’où  il  suit  que  si  la  fonction  r est  connue  pour  toutes  les 
valeurs  de  l’argument  p comprises  entre  o et  i ou,  plus 
généralement,  comprises  entre  deux  entiers  consécutifs,  la 
même  fonction  sera  aussi  connue  pour  toutes  les  autres  va- 
leurs réelles  de  l’argument. 

Si  p est  un  nombre  entier  et  que  l’on  fasse  m=p~i  dans 
l’équation  (8),  il  viendra 

r(p)  = i .3.3. . .(/>  — i)r(i); 

mais  comme  l’intégrale  Je~‘dx  est  égale  .à  — const., 
on  a 

(9)  Ç e-’âx  = V[\)z=\, 

•/O 

donc 


(10)  r(p)  = \.i.Z...(p  — \), 

en  sorte  que  si  p est  un  nombre  entier  supérieur  à i,  T(p) 
se  réduit  au  produit  des  p — i premiers  nombres  entiers. 

4.  Deuxième  propriété  des  fonctions  r.  La  propriété  que 

nous  allons  établir  permet  de  réduire  à ^ l’intervalle  d’une 

unité  dans  lequel  il  est  nécessaire  d’effectuer  le  calcul  de  la 
fonction  r;  elle  donne,  par  exemple,  les  valeurs  de  cette 
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fonction  comprises  entre  ^ et  i lorsque  l’on  connaît  les  va- 
leurs comprises  entre  o et 

Remarquons  d’abord  que  l'équation  ( 6 ) donne  sans  difficulté 
la  valeur  de  r ; si  en  effet  on  pose  p = q = ^,  on  aura 
par  les  formules  (6)  et  (3),  en  se  rappelant  que  r(i)  = i, 

ou,  en  changeant  x en  dx  en  T^xdx, 


d’où 

C’est  le  résultat  auquel  Lacroix  est  arrivé  par  une  voie  dif- 
férente au  n°  430  (page  7g),  car,  en  faisant  P=  ^ dans  la 
formule  (2)  et  écrivant  x'  au  lieu  de  x,  on  a 


r* d 

Jo  ^xll 


dx 

, 

Vx(n-x) 


Mais  la  formule  (11)  n’est  qu’un  cas  particulier  de  celle  que 
nous  nous  proposons  d’obtenir.  Si  dans  la  formule  (6)  on  fait 
q—  I — p,  P étant  supposé  ici  compris  entre  o et  i,  il  vient, 
à cause  de  r (i)=  i, 

f(/»)r(i  — p)=B(/>,  x—p), 
et  à cause  de  la  formule  (4), 

T(p)T(x  — p)=  r'— ' dx. 
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Supposons  que  p soit  une  fraction  ayant  pour  dénominateur 
l’entier  n et  posons  x—z",  il  viendra 


r ' Z ^ ■ 

'(p)r{i—p)=  2» J- 


»/«— 1 


dz; 


le  produit  np  étant  un  entier,  la  quantité  qui  multiplie  dz  sous 

le  signe  j' est  une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 

a un  degré  supérieur  à celui  du  numérateur;  en  décompo- 
sant cette  fraction  en  fractions  simples,  il  vient 


T{p)r{i—p)-. 

posons 


' 2 f / 2I-I-I  \’  . ,2I-M 


dz; 


2/4-1  .2/4-1  J .2/4-1  d<f 

Z — cos — — — n-=sin — -^-wtangŸ,  aa  = sin — — — n- 


2lt  2/1 

<f  étant  un  angle  qui  croit  de 


a n cob'  f 


2l'-t-  I 7!  . 2I4-.I  7t 

ir  — — a — 

oi  n 2 2 n 2 


quand  z croit  de  o à i ; l’intégrale  relative  à z qui  ligure  sous 
le  signe  ^ deviendra 


a n a . 

4sin(*2/-i-*)y>Tr  ou  271^1 ^^jsin(2f'-i-i)//7r; 


et  en  écrivant  n — i — / au  lieu  de  /,  on  aura 

i=zrt — 1 

r(p)r[t-p)  = —^  2 (a« +')sin(2i4-i 

l=:0 

Cela  posé,  on  connaît  la  formule  qui  donne  la  somme  des 
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rosinus  de  n arcs  en  progression  arithmétique,  savoir  : 


2 cos  ( rt  -(-  i7i  ) = 


. nh 
sin  — cos 
2 


1 

sln  “ 
2 


(voir  ma  Trigonométrie,  p.  22).  En  faisant  h=z^a,  il  vient 

l=s«—  I 

^ , sin  2 na 

> cos (2  / -h 


2 sina 


/=  O 


formule  qui,  düTérentiée  par  rapport  à a,  donne 

12=11—  I 

/ • V . / • » cos2n«  sin2/wcosrt 

— > (21+  1)  sin  (21  -t-  t)a  — n — : ; 

^ sin  a sin’a 


si  l’on  fait  a — pu  el  qu’on  observe  que  ^npn  est  un  multiple 
entier  de  la  circonférence,  on  verra  que  le  second  membre 

de  la  formule  précédente  se  réduit  à — ; on  aura  donc 
‘ sin  pit 


(„)  r(p)r(,_p)  = j^. 

Telle  est  la  formule  qui  exprime  la  deuxième  propriété  de  la 
fonction  r et  dont  l’équation  ( 1 1 } se  tire  immédiatement  en 

faisant  p = -• 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  n’exige, 
comme  on  le  voit,  que  les  principes  les  plus  élémentaires  ; elle 
suppose  que  p est  un  nombre  commensurabic,  mais  la  for- 
mule (12)  s’étend  naturellement  à toutes  les  valeurs  réelles  et 
positives  de  p,  à cause  de  la  continuité  de  la  fonction  r(p); 
on  voit  que  celte  formule  donnera  T{p)  pour  les  valeurs  de  p 

comprises  entre  ^ et  i si  l’on  connaît  cctie  fonction  pour  les 
valeurs  de  p comprises  entre  o cl  “ 
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5.  Troisième  propriété  des  fonctions  r.  Si  l’on  suppose 
q = p,  la  formule  (i)  donne 

On  voit  que  le  coefficicnl  de  dx  sous  le  signe  j' prend  des 

valeurs  égales  quand  x reçoit  les  valeurs  ^ "i"  ^ 2 — ^ 

lement  distantes  de  - ; il  s’ensuit  que  dans  la  formule  précé- 

dente  on  pourra  prendre  - au  lieu  de  1 pour  limite  supé- 
rieure, pourvu  qu’on  double  le  résultat.  On  aura  ainsi 

Si  l’on  fait  maintenant  - — ^ = ~ ~ 1 ~r'  limites 

a 2 4 \/y 

de  l’intégrale  relative  à jr  seront  1 et  o;  en  renversant  ces 
limites  et  changeant  le  signe  du  résultat,  on  aura 

= r'i^-rY-'dx, 

c’est-à-dire 

(|3)  = p)’ 

et  si  en  faisant  usage  de  la  formule  (6)  on  remplace  les  B par 

leurs  valeurs  en  r,  puis  qu’on  se  rappelle  que  r 

viendra 

t 

(•4)  r(/,)r(/;H-i)  = ^r(2p). 

Celle  équation  (i4)  exprime  la  troisième  propriété  des  fonc- 
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■ lions  P;  elle  csi  contenue  dans  une  autre  beaucoup  plus  géné- 
rale que  nous  établirons  bientôt. 

6.  Reprétentation  de  la  jonction  log  P{jr) par  une  intégrale 
définie.  Si  l’on  différenlic  la  formule 


r(a:)  = 


e “ doL, 


et  qu’on  représente  par  r'(j;)  la  différentielle  de  r(.r)  divisée 
par  dx,  il  vient 

,r'(x)=  Ç a*“' log  a rfa, 

Jo 


la  caractéristique  log  désignant  ici  un  logarithme  népérien. 
La  formule  (5),  où  l’on  fait  p=i,  donne 


si  l’on  multiplie  celte  formule  par  da  et  qu'on  l’intègre  en- 
suite entre  les  limites  i et  »,  on  aura 


en  remplaçant  log  a par  celle  valeur  dans  l’expression  précé- 
dente de  r'{x),  il  vient 


le  second  membre  de  celle  formule  est  une  intégrale  double  ; 
on  peut  intervertir  l’ordre  des  intégrations  et  écrire 


La  première  des  intégrales  qui  rigurent  dans  la  parenthèse 
est  r(ar);  la  deuxième  a pour  valeur,  d’après  la  formule  (5), 
C”  ud.  II.  22 
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r(A) 


( I -f-i)' 


• On  a donc 


r'(a)  = r{,r)  / je-'- 

ou,  en  divisant  par  r(x), 


si  l’on  multiplie  les  deux  membres  par  dx  et  que  l’on  in- 
tègre ensuite  entre  les  limites  i et  x,  il  viendra,  à cause  de 
log  r ( I ) = log  i = O, 


logr( 


-=f[' 


(x  — t)e-= 


(■-HZ)-'  — 

log(i  +s) 


On  peut  simplifier  cette  expression  <le  logr(Æ  ) en  opé- 
rant comme  il  suit  : en  faisant  x — ^.,  il  vient,  à cause  de 
logr(a)=  log  I =0, 


2 ( I -t-  s ) ' 1 
log  ( I -i-  J) J 


et  si  l’on  multiplie  cette  équation  par  x — i,  puis  qu’on  la 
retranche  ensuite  de  la  précédente,  il  viendra 


logi'(Æ^;= j 1)( 


.-é-i)- 


(i-f--) 


dz 


log(H-:) 


enfin,  si  l’on  pose  log(i-Hi)  = a,  z — e'^—i,  l’intégrale  re- 
lative à a devra  être  prise  entre  les  mêmes  limites  o et  co , 
et  l’on  aura  définitivement 


(i5) 


log  r ( Æ ) : 


-n- 


i)e- 


7.  Développement  de  la  fonction  logl'(jr)  en  série.  Si  l'on 
différentie  l’équation  (i5),  il  vient 


(i6) 


</logr(.r) 

dx 
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cl  en  (iirfémitiniii  de  nouveau, 

d 


dx'  1 — e-  * 


remplaçant  le  facteur — par  sa  valeur 

I — e * 


i-t-f  e ^'^r+-e 


il  vieAt 


f/x' 


= r a«/a-H  r 

Jo  Jo 


Jo 


ou,  en  évaluant  chaque  terme  au  moyen  de  la  formule  (5), 

fn\  rf‘logr(x)^  I ■ ' I I 

' </x’  x’  (x4-j)’  (xH-a)'  (x-i-3)'  ' 

formule  dont  le  second  membre  est  uhe  série  qui  reste  con- 
vergente, quel  que  soit  x. 

Si  l’on  intègre  les  différents  termes  de  la  formule  (iç)  mul- 
tipliée par  dx  entre  les  limites  i et  x,  on  aura 


(.8) 


rflogr(x) 


dx 


=_C+(|-1  W(i '-Uli L.\+,  , 

\ x)  \9  X+\j  \3  X-4-2/ 


et  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  conver- 
gente comme  celle,  d’où  elle  est  tirée  par  l’intégration;  quant 
à la  quantité  — C,  elle  est  évidemment  égale  à la  valeur  que 

. 1 1 • • ■ lt)g  r(x)  „ 

prend  pour  x = i la  derivee — -i  et  I on  aura,  par  I e- 

quation  (ifi). 


('9) 


cette  quantité  C est  connue  sous  le  nom  de  consUtnle  d' Euler i 
nous  verrons  tout  à l’heure  comment  on  peut  calculer  sa  va- 
leur. 

oi. 


Digitized  by  Google 


33a 


NOTE 


\ 


Si  l’on  intègre  entre  les  limites  i et  x la  formule  (i8)  mul- 
tipliée parc/o:,  il  viendra,  à cause  de  log  r(i)  = o. 


(20) 


log  r(x)  = — C (:c — 1 ) -I- — log  Y j 

(X — I , x-f-i\  Ix — I , x + m — 


formule  dont  le  second  membre  est  une  série  convergente 
comme  celle  de  la  formule  (i8).  On  peut  se  débarrasser  aisé- 
ment de  la  constante  C;  si  en  effet  on  pose  x = -i  dans  la  for- 
mule (ao),  il  vient 


(ai) 


, = _C-f-(l-Iog^)-H(i-log5). 

(I  . m + I \ 

log 1-1-..., 

m ° m / 


et  si  l'on  retranche  de  l’équation  (ao)  le  produit  de  l’équa- 
tion (ai)  par  x — i,  on  aura 


(x— i)log^  — log^J 

(x-i)log^  — log:^J-4-... 

,,  /n-t-i  . x-i-m- 

(x — i)log log 

' ‘ ° m ” m 


» 


ou,  pour  abréger, 

(a3)  logr(x)=2[(^— + — log(i-t- 


Désignons  par  log  (i  4-  «■)  la  somme  des  termes  qui  suivent 
le  m"“*  dans  la  série  (aa)  ou  (a3);  comme  cette  série  est 
convergente,  la  quantité  s’annulera  par  m = oo  , et  l’on 
aura 

logr(x)  = j^(x— i)log^  — log^j-f-... 

I, . «I  -t-  I , X + ni  — I "1  , , . , 

{x  — i)U)g— log I +log(i  +<„), 
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OU,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

. (i  .2. . ./n)  m'“‘  / I 

comme  le  facteur  + se  réduit  à i pour  m = x , on 
peut  le  supposer  compris  dans  i -f-  <«  et  écrire 
, ,,  , (i  .a. . 

c’est-à-dIre  que  l’on  a 


(^5) 


r(ar)-=:  lim 


(i  .a. . 

x(x-+- 1 ). . .{x  + m — I )’ 


pour  m = <o . 


Remarquons  encore  que  la  formule  (ai)  donne  pour  la  cons- 
tante d’Euler 


C = lim  — logmj,  pour  m = » . 

8.  Développement  de  la  fonction  logT(  i +x)  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x pour 
les  valeurs  de  x comprises  entre  — i e/  »i- 1 . Si  l’on  change  x 
en  a:  -I-  I dans  la  formule  (17),  il  vient 


d' logr(i  -4-a;) . I I I 

dx'  (ar-f-i)’~^{x-f-a)’~^(x-i-3)' 

et,  en  différentiant  n — a fois, 


t <f*logr(i-(-x)  _ ( — i)*  r I 

i.a..  71  </x*  n 

si  l’on  pose  généralement 


I 

( X -i-  2 )" 


on  aura,  pour  X = O, 

' <f"logr(i-i-x)_ 

1.2. . ,n  dx'  n 
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si  n esl>  i,  oi  l’on  a (railleurs,  dans  la  même  hypoihcse, 


^/lo}^ r(i  -+-x) 
<f.v 


C,  loÿ  r(i-i-x)  = o; 


la  formule  de  Maclaurin  donnera  donc,  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  — i et  -i-  i , 

(26)  logl'(i-(-jr)= — Cjt  -I-  S.  ~ 

2 J 4 

celle  formule  n’esi  pas  commode  pour  le  calcul,  parce  que  les 
sommes  S dcicroisscnl  peu  rapidemcni,  mais  on  peul  oblenir 
des  séries  plus  convcrgénies;  si  à la  dernière  équation  on 
ajoute  la  suivante 


, , x'  f 

O = — lüg  g -f-  JT  ) -(-  a-  — - 4-  ^ ^ -1- . . . , 

il  viendra 

logr(i4-jr)=—lüg(i-l-xi-|-(i—0)i- 

-i- ^ (S,— I ).r’ — ^ ( S:,— I : 

les  termes  de  celle  série  décroissent  assez  rapidement,  mais 
on  peul  encore  augmenter  sa  convergence.  Si  l’on  cliange  .r 
en  — X dans  la  formule  précédente,  il  vient 

logr(i  — j-)=— log(i  — x)— {1  — C)x 

-1-1  (S,  — i).r’-4-  ^(Sr,  — I ) 

Mais  on  a 

r(i-f-j^)  = j^r(x),  i'(a.')r(i — = — 1 

sin  rrx 

cl.  en  multipliant. 

r ( I 4-  .r  , I’  I — J"  = ' 

sllljrx 

d’où 

logr(i  4-J^)4- logr(i  — .r)  = log  ■ . ' 

sin  îT.r 

Ajoutant  cette  é(iuation  avec  ré(|iiation  (27).  retranchant  en- 
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suite  l'équation  (28),  cl  divisant  le  résultat  par  2,  il  vient 


(29) 


logr(i-+-2-)=-  log-  v”^  - - 
2 "sintta: 


.llog^-t-O-C). 


D’après  les  propriétés  démontrées  plus  haut,  la  fonction  r sera 
connue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  l’argument  si  l'on 
eunnati  celte  fonction  pour  les  valeurs  comprises  entre  o cl 

-»  ou  entre  - et  i,  ou  entre  i et  i H — » ou  etc.;  or  I equa- 
22  9. 

lion  (29)  permet  de  calculer  très-rapidement  logr{i-t-J^) 

pour  les  voleurs  de  x comprises  entre  o et  Dans  son  Traité 

(les  fonctions  elliptiques,  Legendre  a donné  avec  seize  déci- 
males les  valeurs  de  S,  depuis  n — 2 jusqu’à  n = 35. 

Si  dans  la  formule  { 29)  on  fait  x — 1 et  x = j>ce  qui  donne 

r(o:-t-i)=i  et  r(x-t- 1)  = ^ on  aura  deux  équations 
qui  pourront  servir  au  calcul  de  la  constante  C;  on  trouve, 
en  observant  que  log  + log(i — x)  = opour  jt  = i, 


I — C = ^loga-t-^(S,— i)-t-^(S,— — 1)4-. 
.-C  = log^4- 3^(83— )+^{S.-.)4-^(S, 


quatorze  sommes  S suffisent,  par  ces  formules,  pour  obtenir 
C avec  quinze  décimales;  on  trouve  ainsi 


(3o)  C = o,  57721  56649  oiS3a  8; 


nous  ferons  connaître,  dans  la  Note  suivante,  un  procédé  plus 
expéditif  pour  calculer  celle  constante,  procédé  qui  n'exige 
pas  le  calcul  préalable  des  sommes  S. 


9.  Évaluation  de  la  fonction 


</logr(x) 

(Ix 


dans  le  cas  oCi  x est 
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un  nombre  commensurable.  La  fonction  ^ peut  s’ex- 

primer, sous  forme  finie,  par  un  nombre  limité  de  termes, 
toutes  les  fois  que  x est  un  nombre  commensurable.  Si,  en 
effet,  on  ajoute  les  deux  équations  (i6)  et  (19),  il  vient 


rflogrjjr) 


ou,  en  posant  e “ = 2, 


rflogr(x) 

dx 


p—  « p— 

[ ® 

O I — e “ 

t 

-hC=  f'i^z^dz; 

Jo  I 2 


si  l’on  a Æ = - , m et  n étant  entiers,  et  que  i’on  fasse  2 = a", 
il  viendra 


rflogr(  x) 
dx 


la  différentielle  sous 


/”  a"~'  — a.—'  , ( m\ 

= -c+"j, 

^Ile  sous  le  signe  Ç est  ici  une  fniclion  ration- 


nelle,  et,  par  conséquent,  son  intégrale  pourra  s’exprimer  par 
des  quantités  algébriques,  logarithmiques  ou  circulaires.  Par 
exemple,  on  aura 

<flogr(.r)  C'  du  r i e f 

-dx  — = -C  + log4(pourx=-). 

Si  la  quantité  x se  réduit  à un  nombre  entier,  la  formule  (3i) 
donne 

rnogria")  ,,  r'.  .1 

■ ' "t*  L — J ( I 2 -f- 2’ -f- • . • -f*  2*~ ’)</2, 

c’est-à-dire 

la  somme  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  formule 
est  connue  sous  le  nom  de  suite  harmonique. 

10.  Détermination  du  minimum  de  la  fonction  r(x).  L’c- 

(l^  lo<^  r (jv'i 

quation  (l'j)  montre  que  la  fonction  est  posi- 
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tive  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  x supposée  réelle 

, , rflogr(x)  r'(jr) 

et  positive;  en  conséquence,  la  fonction  — — ■ ou 

est  constamment  croissante;  d’ailleurs  on  voit  par  l'équa- 
tion (18)  que  cette  dernière  fonction  est  égale  à — 00  pour 
x = o,  et  à -f-  CO  pour  a:  = -+-<»  • H suit  de  là  que  la  dérivée 
r'(x)  ne  peut  s’annuler  qu’une  seule  fois,  et  par  suite  que  la 
fonction  r (x)  n’offre  qu’un  seul  minimum.  Ce  minimum  a lieu 
nécessairement  pour  une  valeur  de  x comprise  entre  i et  a, 
puisque  l’on  a r(a)  = r(i);  quand  x est  infiniment  petit,  la 

fonction  r( a?)  = — i = - est  infinie;  quand  x croit  jus- 

JP  X 

qu’à  00  , r(x)  décroît  jusqu’à  ce  qu’elle  ait  atteint  son  mini- 
mum, et  elle  croit  ensuite  jusqu’à  co . 

Si  l’on  veut  obtenir  la  valeur  de  x qui  répond  au  minimum 
de  r ( 1 -4-  a;  ),  il  suffira  de  déterminer  la  racine  positive  unique 

de  l’équation  r'{n-x)=o  ou  ' • 

tion,  d’après  la  formule  ( 27  ),  est 


:o.  Cette  équa- 


I -4-x 


(i  — C)-4-{S, — i)x  — (Sj — i)ar‘4-- 


on  reconnaît  facilement  que  la  racine  est  comprise  entre  0,4 
et  0,5,  et  l’on  trouve  par  les  méthodes  d’approximation  con- 
nues 

I -H  ar  = 1 ,46i63ai ...  ; 

on  obtient  ensuite,  en  faisant  usage  de  la  formule  ( 27  ) ou  de 
la  formule  ( 28  ), 

logvulgrfi -f-x)  = 7,9472392, 

d’où 

r(i  -I- x)  = o,8856o32. 

11.  Remarque  sur  l’interpolation  de  la  fonction  numérique 
1 . 2 . 3 . . . ( X — I ). 

Puisque  l’on  a 

r(x)  = 1 .2.3.  .(x  — «), 

quand  x est  un  nombre  entier,  la  fonction  r(x)  peut  servir. 
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mm: 


ainsi  que  Lacroix  en  a fait  la  remarque  ( n°  p.  84),  à l’inlcr- 
polation  de  la  sulyî  dont  le  terme  général  est  i .2.3. . . ( — i). 
La  formule  précédente  exprime  en  effet  ce  produit  parle  moyen 
d’une  fonction  continue  de  x dans  laquelle  la  variable  est  sus- 
ceptible de  recevoir  toutes  les  valeurs  réelles  positives  et 
même  toutes  les  \Tilcurs  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
positive.  Mais  la  formule  (23)  ou  ( 7.5)  fournit  un  mode  d’inter- 
polation beaucoup  plus  général,  puisqu’elle  permet  d’expri- 
mer le  produit  i.a.3...{ar  — i)  par  une  fonction  continue  de  x, 
dans  laquelle  la  variable  peut  recevoir  une  valeur  réelle  ou 
imaginaire  quelconque.  Comme  ce  résultat  est  d’une  extrême 
importance,  il  n’est  pas  hors  de  propos  de  faire  voir  que  les 
considérations  les  plus  élémentaires  conduisent  immédiate- 
ment aux  formules  (23)  et  (25),  lorsque  l’on  cherche  à inter- 
poler la  fonction  numérique  i.2.3...(x — i) 

Soient  donc  x et  m deux  nombres  entiers  positifs,  les  x — i 
fractions 

ni  m ni 

, • > ' 1 — , 

«I  1 III  +■!  in  -h  X — I 


tendront  vers  l’unité  si  ai  tend  vers  l’infini,  x restant  constant; 
il  en  sera  donc  de  même  du  produit  de  ces  x — i fractions, 
et  l’on  aura 

m*-' t 

(m-H  i)  ('»  -t-2)-  . (ni  -h- X — I ) ~ I -f- i, ’ 


i.  étant  une  quantitéqui  s’annule  pour  w = oo  ; multipliant  les 
deux  termes  de  la  fraction  du  premier  membre  par  1.2..  m 
et  chassant  le  dénominateur  i -|- 1..  il  vient 


( [ . 2 . 3 . . . m ) m*“‘ 

I . 2 . 3 . . . ( /)!  -f-  X I 


' ( I -i-  *»i  ), 


et  en  multipliant  les  deux  membres  par  i . 2. 3 . . . ( .r  — 1 )>  on  a 

(1.2.3.  .ni)  m’~' 


1 . 2.3  ...  (x — i] 


ou 


1.2.3  .(.r — i)=|im 


.r  ( .r  -t-  1 ) • • • ( «'  -f-  X — I ) 

(1.2.3.  . . m)  in‘-' 


x(x-i-i)...(m-t-.x  — 1)‘  , 


(pour/n=:ï:  ). 
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C’est  précisément  la  formule  ( i5)  clans  le  ens  dex  entier,  et 
l’on  en  déduit  sans  difficulté  la  formule  (33). 

Dans  les  recherches  qu’il  a entreprises  sur  cet  objet,  Gauss  a 
pris  la  formule  {3.5)  pour  l’expression  générale  de  la  définition 
(Jer(x),  cl  M.  Liouville,  adoptant  ensuite  le  même  point  de 
vue,  est  parvenu  à plusieurs  résultats  intéressants  {*  ) ; on  voit, 
par  ce  qui  précède,  combien  celle  marche  est  naturelle.  D’a- 
près l’analyse  que  nous  avons  développée,  le  second  membre 
(le  la  formule  (aS)  est  une  série  qui  reste  convergente  par 
toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par  conséquent  dans  la 
même  hypothèse  le  second  membre  de  la  formule  (a5)  tend 
vers  une  limite  déterminée.  Mais  pour  justifier  la  nouvelle 
définition  des  fonctions  r,  il  est  nécessaire  d’établir  que  la 
même  chose  a lieu  pour  toutes  les  valeurs  négatives  ou  ima- 
ginaires de  X.  On  voit  d’abord  sur  la  fornyile  ( 3.5)  que  r(x)  est 
infinie  lorsque  x est  égal  à zéro  ou  à un  nombre  entier  négatif 
quelconque;  ce  cas  étant  mis  de  côté,  je  dis  que  la  série  de  la 
formule  ( a3  ) est  toujours  convergente.  Eu  effet,  le  terme  géné- 
ral dans  lequel  on  suppose  m supérieur  au  module  de  x — i,  est 


ou 


( X — I ) ( .r  — 2 ) 
3/n’ 


{ I -t-  Cl»), 


désignant  une  quantité  qui  s’annule  pour  nt  = x ; il  résulte 
de  là  qu’à  partir  d’un  rang  suffisamment  éloigné,  les  termes  de 

la  série  ( 3.3)  décroissent  comme  les  termes  de  la  série  \ — ; 

donc  celte  série  est  toujours  convergente,  et  par  suite  le  second 
membre  de  lu  formule  (25)  tend  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée. J 


12.  Démonstrations  nouvelles  des  propriétés  de  la  fonction 


(“)  Voir  sur  cet  objcl  une  Woto  de  M.  Liouville,  inBéréc  nu  lomeWIl  du 
Ji^umal  de  MiUht  matigues  pures  et  appliguics. 
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NOTE 


r(ar).  Les  propriétés  de  la  fonction  r établies  plus  haut  dé- 
coulent immédiatement  comme  on  va  voir  de  la  formule  (aS). 

Première  propriété.  On  a 

( I . a . . . m ) m*~' 

^ » ( ' -i- 


r(a:-t-i)= 


( 1 . 2 . . . n»  ) m* 


('  -f- •'».)> 


(jT-t-  l).  . .(.T-l- W) 

d’où,  en  divisant, 

r(j: -f- 1) m 

r(a:)  “ x-i-  m i-i-ij 

Cl,  en  faisant  m = oo  , il  vient 

r(x-(-  i)  = xr(x), 

ce  qui  est  la  première  propriété  de  la  fonction  r. 

Deuxième  propriété.  Si  l’on  multiplie  entre  elles  les  deux 
équations 

, (1.2. . , , 

. ■' . - -(■  + «-). 


r(i— ;r)  = 

il  vient 

r{ar)r(i  — x) 


X {x  + 1). . .(x  m — i) 

{1.2. . .m)m~’ 

( I — x)(2  — x). . .{m  — x) 


I -t-  , 


1 

('+; 

-] 

n) 

!(•-(-«« 

x\ 

{'■ 

'(-S) 

i-(-S) 

si  l’on  fait  m = 00  , le  numérateur  se  réduit  à i et  le  dénomi- 
nateur à - sin  1CX,  à cause  de  la  formule  connue 


on  a donc 


r(a')r(i— ,r)  = -7- , 

sinTT^r 
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ou,  en  inulliplianl  les  deux  membres  de  celle  formule  par  x. 


(33) 


r(i-»- jr)r(i — x}  = 


nx 

slnw^ 


Troisième  propriété.  La  iroisième  propriété  de  la  fonction  r 
n’a  été  démontrée  au  n°  5 que  dans  un  cas  particulier,  nous 
allons  l’établir  ici  dans  toute  sa  généralité. 

Soient  X une  quantité  réelle  ou  imaginaire  quelconque, 
n et  t deux  entiers  positifs;  si  dans  la  formule  (24)  on  rem- 
place X par  ^ ~ H vient 


(1.2. . ,m)  m 


x-l 1 


: : (,. 


■«-); 


si  l’on  donne  à 1 les  n valeurs  o,  i,  2,. . . , /i  — 1,  et  que  l’on 
multiplie  entre  elles  les  égalités  résultantes,  il  vient 


rwr(x+l)r(x+3)...r(x+"-^)= 


nx(nX4- 1 ). , .(nx-t-mn— I ) 


(1 -!-«■), 


U désignant  toujours  une  quantité  qui  s’annule  pour  m = oo . ^ 
Mais  l’équation  (24)  donne  aussi,  en  remplaçante:  par  nx,  et 
écrivant  mn  au  lieu  de.m. 


r(nx) 


(1.2, . ./wn)(njn)"“' 

nx(nx-ht). . .{nx  + mn  — i) 


des  deux  équations  précédentes  on  tire 


r(x)r(x4-i)  r (x^  3)  ^ 

n“"*r(»ix)  0::- 

(i.0...mji)m  * 


(<-♦-»), 


tm  désignant  encore  une  quantité  qui  s’annule  pour  m = œ . 
La  limite  du  second  membre  de  cette  formule  est  une  fonction 
de  nindépendante  de  x;  en  la  désignant  par  ^(n),  on  aura 

(34)  r(e:)r^.r-t-^y(x-t-^)...r(e:-|-î^)  = «-"r(nx)ç(n). 
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la  fonction  étant  définie  par  la  fornuilc 
, , (i.a. . 

?(n)=liin (pour»!  =00). 


Si  l’on  fait 


(1.2. . . .mn)m 


, , . 1 . 2. 3. . .m 

+ {»')= 

m-(-  - 

».  2 


on  pourra  écrire  aussi 

y(n)=  \jn  lini 


^[mn] 


en  posant,  pour  abréger, 


ij<  [mn) 

on  a aussi,  en  changeant  m en  aw, 

. x,=.nJ4iUIl}ï, 

puis 

A„=^=limg!^-limy:^ 

A,  [i{«(wi/ij  ] ■^[2/iin)  ■^20111) 

mais  les  quantités  lim  et  lini  soin  égales  à A,; 

|(2/«)  |(2Wrt)  ’ 

donc  on  a 

A„=  A,  et  (ji(«)  = ^«  A?~' ; 
quant  à la  constante  A,,  sa  valeur  esl 

d'X  J.  Y i A S fi  2/ji — ïam— -I 

d’après  le  théorème  de  \Vallis  (voir  page  78)  la  quantité  sous 
le  radical  a pour  limite  4 ^ ou  îr  ; on  a donc 

A,=  y^2  7!. 
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pnr  suite 

I n—  I 

?(«)=  ^ 

ei 

n — t I 

(35)  r(jr)r^.r+î-y-.r^ar-t-^^^=  (2ff)  n ’^’r(n^). 

Telle  est  l’équation  qui  exprime  la  troisième  propriété  de  la 
fonction  r;  en  y faisant  n = 2,  il  vient 

I 

r{x)r  ^ j r(2jr), 

ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  obtenu  au 
n°5. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  de  la  for- 
mule { 35  ) est  directe  et  indépendante  des  autres  propriétés  de 
la  fonction  r.  Pour  déterminer  la  constante  A,,  on  aurait  pu  sc 

servir  utilement  de  la  relation  r j - 

\2 

.r  = - et  « = 2 dans  la  formule  ( 34  ),  on  aurait  eu 
2 

^ = — ?(2.)  = — i^2  A],  d’où  Aj=:v^2jr, 

2 2’ 

comme  nous  l’avons  trouvé  autrement.  Enfin  on  peut  obtenir 

très-simplement  la  fonction  rf[n)  comme  le  fait  Legendre,  en  se 

servant  de  la  deuxième  propriété  des  fonctions  r;  posons  en 

effet  x—o  dans  la  formule  ( 34  ),  après  avoir  remplacé  r (x)  par 

r(x-t-i)  , r(nx-+-i)  . , 

et  r /jx)  par  , il  viendra 

OU,  en  renversant  les  facteurs, 
l,in) 


j=V^jr;  ainsi  en  faisant 
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multipliant  ces  deux  valeurs  de  et  observant  que 

(n  — i\  jr 

I = — r—,  on  aura 

n / .lit 
' sin  — 

n 


?’(«)  = 


n'  ir"~' 


. it  . 2it 

sin  - sin  — ••  -sin 
n n 


mais  on  sait  que  le  dénominateur  de  cette  expression  est  égal 

à » donc 
2"-' 

I 

f{n)  = n[2ii)"-'  cl  (y(w)  = V7i(9.it)  * , 

comme  nous  l’avons  trouvé  plus  haut. 

Pour  compléter  l’exposition  de  la  théorie  des  intégrales 
eulcriennes,  il  nous  reste  à faire  connaître  la  formule  de  Stir- 
ling, par  laquelle  on  peut  évaluer  le  produit  1.2. 3,.  .x  ou  la 
fonction  r(x-f-i)  quand  x est  un  très-grand  nombre.  Celle 
importante  question  fera  l’objet  de  la  Note  suivante. 
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NOTE  V. 

SUR  L’ÉVALUATION  APPROCHÉE  DU  PRODUIT  i 2.3.. .x, 
LORSQUE  X EST  UN  TRÈS-GRAND  NOMBRE,  SUR  LA 
FORMULE  DE  STIRLING  ET  SLR  LES  NOMBRES  DE 
BERNOULLI  ( ' ). 


1 . La  formule  de  Stirling  exprime,  comme  on  sait,  la  somme 
des  logarithmes  des  x premiers  nombres  entiers,  ou  plus  gé- 
néralement le  logarithme  de  l’intégrale  enlérienne  de  seconde 
espèce  r(x-i-i),  par  le  moyen  d’une  série  essentiellement 
divergente,  et  qui  cependant  peut  être  employée  avec  avan- 
tage pour  le  calcul  numérique.  Cette  formule  remarquable  a 
fait  dans  ces  dernières  années  l’objet  des  recherches  de  plu- 
sieurs géomètres,  parmi  lesquels  on  doit  citer  Cauchy,  Binet, 
M.  Malmstcn  et  M.  Liouville. 

Les  démonstrations  les  plus  simples  de  la  formule  de  Stir- 
ling reposent  sur  la  détermination  préalable  de  la  dérivée 

</Iogr(a:-|- 1)  . . 

— ) en  sorte  que  I intégration  introduit  une  con- 

stante arbitraire  dans  l’expression  de  la  fonction  logr(a:-|-  i). 
Pour  déterminer  cette  constante,  on  peut  employer  divers 
procédés,  et  l’on  y parvient,  en  particulier,  en  se  servant  de  la 
formule  connue  de  Wallis,  comme  l’ont  fait  Lacroix  (p.  86)  et 
M.  Liouville.  Or  cette  simple  formule  de  Wallis  suffit  à elle 
seule  pour  établir  complètement  celle  de  Stirling,  et  la  déduc- 
tion est  si  facile,  que  la  deuxième  formule  peut  être  regardée 
avec  raison  comme  une  transformée  de  la  première;  c’est  ce 
que  je  me  propose  de  faire  voir  dans  cette  Note. 


( * } J’ai  communique  il  l'Academitidci»  Sciences»  dans  la  séanru  du  3 avril  iHGo, 
les  résultats  que  renferme  la  première  partie  de  celle  Noie. 

G'éd.  II.  23 
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2.  formule  de  Wallis  esl  (uo/rn"  435,  p.  86) 

n 2 24466  2JC 2 2 7iX 

2 I 3 3 5 5 7 — 3ax — 1 t,x  — 

ei  eWe  prend  celle  forme  ircs-simple 


(pour  ar  = <»  ), 


(') 


^1:=.  (pour'.r  = x), 


si  l’on  exlraii  la  racine  carrée  de  chacun  de  scs  membres,  ei 
que  l’on  désigne  par  ? l’expression 

I .2.3...X 


ou  le  produil  de  celle  expression  par  une  exponenliclle  de  la 
forme  a’,  n élanl  une  consianle  quelconque;  on  pourra  donc 
poser,  en  désignanl  par  e la  base  des  logarillnnes  népériens. 


(2) 

On  lire  de  là 


tf[x)  = 


I .2,3. . ,x 

I 

, x-h  - 


(3) 

' ^ r(-r+.)  c\ 


i-i- 


i) 


XH-  - 
3 


formule  où  la  caraclérisliquc  log  exprime  un  logarilhme  né- 
périen. Or,  lanl  que  le  nombre  x esl  plus  grand  que  1,  on  a, 
en  désignanl  par  0'  cl  6"  des  quanlilés  comprises  enlre  o el  i, 


log 


el,  par  conséquent, 

^x+i)ioe(,  + i) 


4- 


0 


■r’ 


0 désignanl  une  quanlilé  comprise  entre  — i cl  1 ; donc 


V 

v(^)  _.J’ 
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on  aura  aussi,  en  changeant  a:  en  .r  1 , jr  -t-  2,  ■ • , t-x — 1, 
el  en  désignant  par  0,,  0,,. . . , 0„_,  des  quantités  comprises 
entre  — 1 et  i, 


^1  Qajr— I 

1)  _ ytax—  1)  _ ^(jx-i)’ 

7 (a- 4- 2)  ’■■■’  T (’>•*■) 


En  multipliant  entre  elles  toutes  ces  équations  cl  la  précé- 
dente, et  en  observant  que  la  valeur  absolue  de  la  somme 


0 9, 

r’  ”*”  ( .r  -f-  I )* 


[2X  ■ 


— - est  moindre  que  — x a?  ou  — » 

I )’  ar’  X 


on  pourra  écrire 


e 

fCix) 


e étant  une  quantité  comprise  entre  — i et  4-  i;  el  si  ar  de- 
vient infini,  on  aura 


(4) 


O (x) 

— ' (pour  a:  = a:). 

ç ( 2 ar) 


Si  maintenant  on  divise  l’équation  (i)  par  l’équation  (4),  il 
viendra 

(5)  ^(ar)=i  (pour  a- = 30), 
c’est-à-dire,  à cause  de  la  formule  (2), 

I 

X * 

(6)  1 .2.3.  . .a:  = v'2s  e-'a-  ^{i4-«*;, 

en  désignant  par  «x  une  quantité  qui  s’annule  pour  a:  =00 , 
3.  Posons,  comme  dans  la  Note  précédente, 
r(ar-|-i)=i.2.3...x, 

on  peut  obtenir  très-simplement  l’expression  complète  du  pro- 
duit r(x4-i),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  du  loga- 
. 23. 
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rithme  néi)6rien  log  r(i  -t-i).  On  a d’abord,  par  la  formule  (2), 
(7)  10gr(2r-M)=:^log2jr  — + log ? (^)> 


et  l'on  a ensuite  identiquement 


l0gÇi(lJ=:l0C 


y(^) 


H-log 


y(^-*-0|  I iogf(x+w) 
f{x-\-i)  log5>(jT-i-m-t-i) 


-hlog}i(jr+Bi-l-i); 


mais  si  l’entier  m croît  indéQniment,  tend  vers 

l’unité,  d’après  la  formule  (5),  et  son  logarithme  tend  vers 
zéro;  on  a donc 


ni  =x 

iog,(2.)=  2;  + 


ou,  d’après  la  formule  (3), 

m = x 

(8)  log?(a:)=21 

m = O 

et  l’on  aura  en  conséquence 


Cette  formule,  qui  a été  déjà  rencontrée  par  Gudermann,  se 
déduit  presque  immédiatement,  comme  on  le  voit,  de  la  sim- 
ple formule  de  Wallis. 

k.  Toute  l’analyse  précédente  suppose  que  x est  un  entier 
positif;  mais  le  second  membre  de  l’équation  (9)  est  une 
fonction  dans  laquelle  * est  susceptible  de  recevoir  une  va- 
leur quelconque;  en  exceptant  le  cas  où  x est  un  entier  né- 
gatif, la  série  qui  figure  dans  la  formule  {9)  est  toujours  con- 
vergente; car  ses  termes,  comme  il  est  aisé  de  s’en  assurer, 

décroissent  comme  ceux  de  la  série  ^ Cela  posé,  je  dis 
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que  la  formule  (9)  subsiste,  quel  que  soit  x,  en  se  confor- 
mant à la  définition  générale  que  nous  avons  donnée  de  la 
fonction  r.  Celte  déflnition  est  exprimée  par  la  formule  ( a3  ) de 
la  Noie  précédente,  qui  donne,  en  remplaçant  x par  3:  -t- 1 et 

écrivant,  sous  le  signe  w -t- 1 au  lieu  de  m. 


(.0)  \o^v(x+.)=  2 + 

m = O 

Pour  prouver  l’identité  des  valeurs  de  logr(3:-i-  i)  données 
par  les  équations  {9)  et  (10),  il  suffit  de  différenlier  deux  fois 
ces  équations;  on  tire  de  l’une  et  de  l’autre 


m = co 

d’ logr(a;-(-i)_  v’  * 

dx'  2Là 

ni  = O 

les  seconds  membres  des  formules  (9)  et  (lo)  ont  donc  leurs 
secondes  dérivées  égales;  en  conséquence  ils  ne  peuvent  dif- 
férer que  par  une  fonction  linéaire  de  x;  mais  comme  ils 
sont  égaux  pour  les  valeurs  entières  et  positives  de  x,  il  s’en- 
suit que  leur  différence  se  réduit  nécessairement  à zéro. 

5i  II  est  facile  d’exprimer  la  fonction  log  (f  (ar)  par  une  inté- 
grale définie.  On  trouve,  en  différentiant  la  formule  (8)  deux 
fois  de  suite, 

= -L  + V fi„s  , 

dx  IX  x + m)  .r-HmJ 

m =0 

m = X 

rfMogip(ar)_  I y ' 

dx'  X 7.x'  ^ {x -h  m y 

mss.0 

Or  on  a,  pour  toute  valeur  positive  de  z, 
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si  (lonr  la  variable  .r  reste  positive,  on  aura 


</Mosv(.r) 

dx’ 


I e-’‘^li-h-)d^-hf  e-”'  2 

0 \ 2 .'O 


mais  la  ((uantité  51  ^ éftalcà •.  doue 

“ I — <•  ” 

PI  sz  O 

dx-  2 / 


intégrant  deux  fois  et  observant  que  les  fonelions  logf(.r)et 

(/l(>gip(x)  , , ... 

^ s annulent  pour  x = x , il  vient 


dx 

(il)  log<p( 


,r)=  rif—^ 

Jo  “ \ I — e~  “ “ 2 y 


En  portant  celte  valeur  de  log<j>(ar)  dans  l’équation  (7),  on 
obtient  une  expression  de  log  1)  qui  a été  obtenue  par 

Cauelty  et  que  j’ai  donnée  depuis  dans  la  Note  XIV  de  mon 
supérieure. 

6.  On  peut  tirer  de  ce  qui  précède  la  formule  de  Stirling  ; mais 
il  est  nécessaire  pour  cet  objet  de  transformer  la  formule  (11): 
nous  nous  servirons  à cet  effet  des  résultats  obtenus  dans  la 
Note  précédente.  Nous  avons  trouvé  réqualion 


r(  I + .!•)  r(  1 — = 


d’où 

log  r( I r ) -h  log  i'(  1 — x)  = log  «■  J-  — log sin irx, 
et,  en  différenliani, 

| f/logr(  H-j;)  r/lügr(i — .r)_  I ^ eosna: 


dx 


dx 


.r  siriTrar 


12) 


= i-,ry: 
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mais  on  a,  par  la  formule  (i8)  de  la  Note  précédente, 


35 1 


d logr(i  4-  x) 
dx 


=— 

\ l+x)  \2 


et  en  changeant  a:  en  — x 
d log  r(  I — X) 


dx 


=-c-t-(i -)  + {- 

- \ I x/  \2  2 X) 


Si  donc  on  porto  ces  valeurs  dans  l’équation  (12),  on  aura 

IX  2x  %x  ■ , 

; + :+...  = TSj — I ;= r=z  ; 

I X*  2’ X’  3’— x’  X 


cette  formule  n’est  autre  chose  que  celle  qui  donne  la  valeur 
de  cotjrx  en  une  série  indéfinie  de  fractions  simples,;  elle  se 
trouve  démontrée  d’une  manière  élémentaire  dans  plusieurs 
ouvrages,  et  notamment  dans  ma  Trif^onométrie;  nous  aurions 
donc  pu  la  prendre  ici  pour  point  de  départ;  mais,  outre  qu’elle 
est  établie  par  ce  qui  précède  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
et  imaginaires  de  x,  il  n’était  pas  sans  intérêt  de  la  rattacher 
aux  formules  que  nous  avons  données  dans  notre  théorie  des 


fonctions  r.  Si  l’on  pose  x = 


-»  la  formule  précédente 


devient 

//I  ^ X 

I 

or  on  a,  par  la  division. 


4«l’ir'-4-a’  (zniicY  {^mit)' 


(2«ur)  ■" 


-=ce. 


(aniTr)’' 


4 m’n’ 


désignant,  pour  abréger,  la  quantité  dont  la  va- 

leur est  comprise  entre  o et  i. 

Donnons  à w les  valeurs  i,  2,  3,.  jusqu’à  l’intini,  ajou- 


Digitized  by  Google 


35a 


NOTE 


ions  ensuite  tous  les  résullals,  et  remarquons  que  si  l’on 
pose 


(2mrr) 


m = QO 
m — I 


0 sera  nccessairemenl  compris  entre o et  i,  on  aura,  à cause 
de  la  formule  (i3), 


m = x 

WaT  ‘ 

m = x 

-ot’  V ' 1 

/ ^ ( 2WÎ7T y 

^ ( 2 w;r)* 

m = 1 

m = 1 

m ^ X 

171  =x 

— ~r~  2 Aï-*  ^ 

— 2d{7.miz)- 

2ià[2mny 

ru  = t m=  I 


et  si  l’on  fait 


(-4) 


il  viendra 


= — 
2 / 1.2 


11, 

I .2.3.4 

B..H1 


I . 2 . . .(  2rt  4-  2 ) " 


0 étant,  nous  le  répétons,  une  quantité  comprise  entre  o cl  1. 

Ik^  résultat  remarquable  est  dû  à Cauchj  ; la  fonction  de  a, 
qui  constitue  le  premier  membre  de  la  formule  (i5),  ne  de- 
vient infinie  que  pour  les  valeurs  de  a comprises  dans  la  for- 
mule a = 2/1  TT  ^ — I,  /r  étant  un  entier  positif  ou  négatif,  mais 
différent  de  zéro;  il  en  résulte  que  celle  fonction  esldévelpp- 
pable  en  série  convergente,  par  la  formule  de  Maclaurin,  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  a dont  le  module 
est  inférieur  à 2w,  en  sorte  que  l’on  a,  dans  celte  hypothèse. 


B, 

1 .2.3.4 


'4-...± 


mais  la  formule  ( 1 5)  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  rét'Ues 


Digitized  by  Google 


SUR  LA  FORMCLU  DE  STIRLING,  ETC. 


353 


de  a,  et  elle  fait  connaître  l’expression  du  reste  de  la  série  (i6), 
lorsque  l’on  s’arrête  au  terme  du  rang  n. 

Les  coefTicients  B,,  B„  B^, qui  figurent  dans  les  for- 
mules (i5)  et  (i6),  sont  connus  sous  le  nom  de  nombres  de 
Bernoulli;  l’équation  (i4)  fait  connaître  l’expression  générale 
du  /i''*"  nombre  de  Bernoulli  ; mais  cette  expression  contient 
la  transcendante  n et  en  outre  la  somme  d’une  série  indéünie. 
Il  est  facile  de  calculer  successivement  les  nombres  B qui  sont 
tous  rationnels;  à cet  effet,  considérons  réquation(i6)où  nous 
supposerons  « < aw  pour  la  convergence  de  la  série;  si 


l’on  remplace 


I 


par  la  valeur  égale 


t il  vient 


-1(« 


OC  — * 

C»  — c 


-A  _ , 

t.s./, 


ou 


— « 


a 


) 


— a 
1 .a 


». 

1 .3.3.4 


Pu 

* a ■+ 

I .‘i...  3N 


i 


remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  valeurs  en  séries, 
il  vient 


= (■ 


1.3.3 


I / a*  a \ 

— I a -4-  — H-  ■ — -f. ...  I 

3\  1.3  l.a...3M  / 

..-h ^ 

l.3...(a/H-l)  / \ 1.3  ' 1.3... 3rt  / 


les  deux  facteurs  du  second  membic  sont  des  séries  convergen- 
tes, et  la  deuxième  ne  cesse  pas  d’être  convergente  quand  on 
réduit  ses  termes  à leur  valeur  absolue,  car  la  série  (16)  reste 
convergente  quand  on  remplace  a par  a y — i . puisque  la  seule 
condition  de  convergence  est  que  le  module  de  a soit  inférieur  à 
air;  il  s’ensuit  que  si  l’on  effectue  le  produit  des  deux  séries 
qui  figurent  dans  le  second  membre  de  l’équation  précédente, 
et  qu’on  ordonne  le  produit  par  rapport  aux  puissances  de  a, 
on  reproduira  identiquement  la  série  contenue  dans  le  pre- 
mier membre.  En  procédant  ainsi  et  égalant  de  part  et  d’aulru 
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les  coefUdenls  de  »’*,  il  vient 


I I I I B. I n,_ 

i.3...(îB-|-i)  ôt  i.i... in  — 1)1.3  i.3...(3n — 3)  1 .2.3.4  * 


-{-.V 


I 


I 

1.3... (QTI — 3/i-t-l)  1.3. ..3, U 


-I  1 


1 1.3...  in 


équation  qui  déterminera  si  Ton  connaît  B„. . D^-i; 
en  y faisant  successivement  /i  = i , a,  3, . . . , H vient 


* * n 

*5’  ^ — “H  Bi  — O, 

3 2 

— é B,  — B>  =r  U ÿ 

5 2 2 


I I 6-, 

1_:  + Ëb.- 

9 2 7. 


Bi  -f-  Bj  — O, 


(i.5.4 
2.3  4 

8.7.6g  ^ 8.7. 6.5. 4 


2.3.4  ’ 2 . 3 . 4 ■ 5.6 


^B3  — B.  = o, 


équations  qui  donnent 


La  suite  des  nombres  do  Bernoulli  est,  comme  on  le  voit,  d’a- 
bord décroissante,  mais  à partir  de  B.,  elle  devient  indéfini- 
ment crois.sante. 


7.  Revenons  inainleiiant  à la  formule  ( 1 1)  qui  donne  l'ex- 
pression de  log  <f(x).  Cette  formule  se  réduit,  en  faisant  usage 
de  l’équation  (i5),  à 


J />* 
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Or  on  a (roir  la  N'olc  précédente) 


pour  toute  valeur  de  l’entier  (*;  en  outre,  comme  la  quantité  e 

reste  comprise  entre  O et  I , l’intégrale  / «e  est 

O 

positive  et  inférieure  à I e a”f/a,  c'est-à-dire  inférieure 

Ja 

a ^ 1 on  pourra  donc  la  représenter  par  0 — , 

en  désignant  par  8 une  quantité  comprise  entre  o et  1.  D’après 
cela,  la  valeur  précédente  de  log  ly  (jt)  devient 

/ £>\  1 / \ ■ * r ,11 — t * , t fi  ttj,.,.!  I 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  i’équation  ( 7 ),  on  aura,  pour 
toute  valeur  positive  de  x, 

Ilogr  (x  + i)  = i logîir — x-i-  lugx 

. ^ * . / .yff  * 

J.ax  3.4x*  ^ ' (an— 1)311^"-'  (an.*-i)(an^-a)  ‘ ’ 

la  quantité  0 qui  multiplie  le  dernier  terme  étant,  nous  devons 
le  redire,  toujours  comprise  entre  o et  i . 

Si  l’on  prolonge  à l’infini  la  série  du  second  membre,  on  a 
la  formule  de  Stirling,  savoir  : 

Ilog  r(x-4-l)  = ilogi;7  — x-(-^x-t-^^  logx 

n.  1 it,  I , 1 

(7^)77, 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  série  est  divergente,  quel- 
que grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à x;  en  effet,  la  valeur 

absolue  du  terme  général  ( — 1)"-'  , ^ est  égale, 

(2/i l)2/t  X’"~‘ 

d’après  la  formule  (i4),  au  produit  des  deux  quantités 
1 2 3 211  — 2 I / I I \ 

... PI  ( ,_l (-...i, 

2T!  X 2nx  2t  X 2irx  ■}.r.^x\  7.’“  3’"  / 
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NOTK 


La  seconde  de  ces  expressions  tend  vers  la  limile  ^ - ^ 

quand  n augmente  indénniment  ; la  première  expression,  au 
contraire,  augmente  au  delà  de  toute  limite,  car  elle  est  un 
produit  dont  les  facteurs  inférieurs  à i sont  en  nombre  limité, 
tandis  que  le  nombre  de  ceux  qui  sont  supérieurs  à i , cl  même 
à telle  quantité  que  l’on  voudra,  peut  devenir  plus  grand  que 
tout  nombre  donné.  Il  résulte  de  là  que  les  termes  de  la 
série  (20)  croissent,  à partir  d’un  certain  rang,  au  delà  de  toute 
limile,  et  en  conséquence  cette  série  est  divergente. 


8.  Mais  il  est  très-remarquable  que  la  série  de  Stirling, 
malgré  sa  divergence,  fournisse  un  procédé  très-exact  et  très- 
commode  pour  calculer  logr(2r-i-i),  et  l’approximation  que 
l’on  peut  obtenir  par  celle  voie  est  d’autant  plus  grande  que  x 
est  plus  considérable.  Effectivement,  si  x est  supérieur  à i , les 
termes  multipliés  par  les  nombres  B dans  la  formule  de  Stir- 
ling vont  d’abord  en  décroissant,  et  l’on  voit  par  la  formule  ( 19) 
que  l’erreur  commise  en  faisant  usage  de  la  formule  (20)  est 
toujours  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  des  termes 
négligés.  On  aura  donc  la  plus  grande  approximation  possible 
en  s’arrêtant  au  terme  qui  précède  le  terme  minimum,  et  ce 
terme  minimum  lui-même  donnera  une  limite  supérieure  de 
l’erreur  que  l’on  aura  commise.  Par  exemple,  si  l’on  néglige 
complètement,  dans  la  formule  (ao),  les  termes  multipliés  par 
les  coefficients  B,  l’erreur  commise  sera  positive  et  inférieure 

à - ou  à — î— , à cause  de  B,  = ^;  on  aura  donc 

1.2  a:  13X  fa 


ilogr(jr-t-i)>-Iog2ïT  — 2; -f- ( -H  - j logx, 

logr(.i:-)-iX-log?.7r  — J-  lloga  H 1 

2 V 2 / 12  X 

ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres. 


(2a) 


I 


v^air  c-*,r 


l'ji  part.-mi  de  ces  rormiiles,  on  peni  idilenir  doux  limiles  du 
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nombre  de  fiernoulli  B. , dont  l'une  nous  sera  utile  dans  ce  qui 
va  suivre.  En  posant,  pour  abréger, 


■'"3^ 

on  a,  par  la  formule  (i4), 

„ 1.2.3. ..an 

d’où  l’on  tire 

B.^■|  _(2«  +i)(2n  -f-  2)  S în+a 
B,  4*’  s,„  ’ 


s„,  B,=r^, 


B. 


1 . 2 . 3 . . . 2 « S,„ 
S’ 


in  — t -7 


B,  2 

mais,  comme  Sj^  décroît  quand  augmente,  on  a 

B„+,  (an  -M  ){2R  H-  2)  B„  1 .2 .3. . . 2/t 
■< ’ w<  > 


B. 


ou,  à cause  de  B,=  r-, 

O 


(23) 

(24) 


B„^., 


B, 


. B„ 
<.  7—,’ 


'r'-’ 


(2n-t-ij(2n-|-2)^4r'' 

I r(2w-t-t). 

"^12  (2Tr)’»->  ’ 


la  formule  (24)  donne  une  limite  supérieure  do  B„,  on  aura 
une  limite  inférieure  du  même  nombre  en  remplaçant  S,„ 
par  I , dans  son  expression  exacte  ; il  vient  ainsi 

r(2n+i) 


[ 25) 


B,> 


Si  l’on  remplace  r(2n-+-i)  par  sa  limite  supérieure.  Urée  des 
inégalités  (22),  dans  la  formule  (24),  et  par  sa  limite  infé- 
rieure, dans  la  formule  ( a5),  on  aura 

jn-t-  i , 

B.<  J_ 


(26) 


(an) 


B„>2 


(2n) 


le  rapport  de  ces  deux  limites  de  B„  est  — 

TT  * 
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3:>8 

Les  formules  que  nous  venons  (l'éuiblir  onl  élé  données  par 
(iiuchj  ; elles  permellenl  de  délerminer  facilement  l’approxi- 
mation avec  laquelle  on  peut  calculer  logrfx- -h i ) par  la  for- 
mule de  Stirling. 

Désignons  par  «„  la  valeur  absolue  du  terme  de  cette  série 
qui  dépend  du  coefficient  B„,  on  aura 

_ B„ I_  ll„+,  _ B„.m  (?.«  — 1)211 

{-in — i)9.n  u„  ~~  B„  (2/1 -t-i )(9.« -|-7.)  .r’’ 


la  seconde  de  ces  deux  formules  donne,  h cause  de  l’inéga- 
lité {28), 

—1)20 

H„  4 ’ 

et  l’on  aura,  à plus  forte  raison, 


Donc  «,+,  sera  inférieur  à ««tant  qu’on  aura  «<  3x  ou  « = 3x. 
Ainsi  quand  x est  > i,  la  série  de  Stirling  est  décroissante 
dans  les  premiers  termes,  et  si  x est  un  .nombre  entier,  ce 
décroissement  aura  certainement  lieu  jusqu’au  tenue  de 
rang  3x,  lequel  sera  lui-mèmc  plus  petit  que  le  terme  suivant. 

Cela  posé,  désignons  par  «,  la  valeur  absolue  de  l’erreur 
commise  en  s’arrêtant,  dans  la  série  de  Stirling,  au  terme  mul- 
tiplié par  B«,  on  aura,  comme  on  l’a  vu, 

^ B«+i * 

''’*^{2/J  -I-  I )(2«  H-  2)  X‘"*'  ' 

et,  à plus  forte  raison,  à cause  de  l’inégalité  ( 23), 

^ B„ 


et  enfin,  à cause  de  la  première  îles  inégalités  (2G), 


(57) 


■"^(l  .r  \i't:x} 


limite  qu’il  est  facile  de  calculer  par  logarillimes. 

Nous  avons  vu  que  si  x est  entier,  le  décroissement  des 
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termes  de  noue  série  a toujours  lieu.  Jusqu’à  ce  que  n soit 
égal  à 3*;  si  l’on  fait  n = 3x,  la  formule  { ^7  ) devient 


Cl  parce  que  x est  au  moins  égal  à i,  on  aura  à plus  forte 
raison, 


I I 


I I 

;(;)  '•'^  = 0,393409., 


dune 

»«<», 393409. ..  ^ , 

ou,  en  prenant  les  logarithmes  vulgaires  des  deux  membres, 

(28)  log£„«<  1 ,594844  + ^ + (3,394233i)x. 

Pour  X = 1,  on  a déjà 

log  5.  <4.9*^775 

Cl  par  conséquent  s,  pourar=io,  on  a 

log  «,.<27,047175, 

et  l’on  voit  que,  dans  cci  exemple  de  2:=  10,  on  peut  pous- 
ser le  calcul  de  log  r(jr  -1- 1)  jusqu’à  la  vingt-sixième  décimale, 
en  s’arrêtant  au  terme  multiplié  par  B„. 

La  formule  ( 27  ) montre,  comme  nous  l’avions  annoncé,  que 
la  formule  de  Stirling  permet  de  calculer  généralement 
log  r(ar-4-i)  avec  une  approximation  qui  sera  d’autant  plus 
grande  que  x sera  plus  considérable. 

9.  On  obtient  des  formules  utiles  en  difléieiuianl  une  on 
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plusieurs  fois  la  formule  de  Stirling  ; mais  comme  celle  der- 
nière renferme  une  série  divergenic,  il  en  sera  de  même  de 
celles  que  nous  avons  en  vue.  Cependant  celles-ci  peuvent 
servir,  comme  la  formule  de  Stirling,  pour  le  calcul  numérique; 
c’est  ce  que  nous  allons  établir.  A cet  effet,  remarquons  que 
la  quantité  e qui  figure  sous  le  signe  f dans  le  dernier  terme 
du  second  membre  de  la  formule  ( l'j  ) est  indépendante  de  x; 
on  aura  donc,  en  différenliant  f*  fois  cette  équation. 


,/x" 


(*<j) 


r- 


— «T  3 


e/at 


alors,  en  procédant  comme  nous  l’avons  fait,  pour  déduire 
la  formule  (i8)  de  (17),  on  trouvera 


, b.  -1 b. 


-(->r 


r(S) 

r(/<-4-an  — I ) 


( r/t.4-3) i_ 

i’(â)  ut 


r(jn-i-i)  — I 

0 désignant  comme  e une  quantité  comprise  entre  o et  1. 
Quand  x est  suffisamment  grand,  les  termes  du  second  membre 
vont  d’abord  en  décroissant,  comme  dans  la  série  de  Stirling, 
et  l’erreur  commise  en  s’arrèunl  à un  terme  quelconque  est 
moindre  que  le  terme  suivant  et  de  même  signe  que  ce  terme  ; 
dans  le  cas  particulier  de  t*=  1,  on  a 

w rfx  2 x’  r,  X*  ^ 2H^’" 


3 n 4-  2 


On  lire  de  la  formule  (7),  par  la  différentiation, 

= lor  X + î , 

dr  3 X rfr 

.i'*  loge  ^ ^ , 

' ,u  ..a-i 


on  aura  donc 


(30 


d loR  P{x-*-  1)  _ 
dx 


, I 1^,  I 

= ,,,gx  + - - . 


tf-ÎÎ!±î- 

^ ''  3n  ^’«  ^ a»i-+-3 
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ei,  pour  fi  > I , 


(-/* 


d'Alger jx-i- 1)  r(fi—  i)  v(/t)  r(/n-i)  i 


1 ) 1 


r(anH-i)  ^-(-7n— I 


■ r{3>  •• 


r(an-i-3) 


0 désignant,  dans  toutes  ces  formules,  une  quantité  comprise 
entre  o et  i . 

10.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  fournissent  un 
moyen  très-simple  de  calculer  la  constante  d’Euler,  constante 
que  nous  avons  désignée  par  C.  Nous  prendrons  pour  point  de 
départ  la  formule  (3a)  de  la  Note  précédente  qui  suppose  x 
entier  et  qui  devient,  en  changeant  a:  en 


a 3 


t '/log  r (a-  1 ). 

X l7x  ’ 


remplaçant  ^ par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (3 1 ), 


il  vient 


1=  ( — log X ^ 

\ a 3 X / 2x 

B. 


B,  B,  , , 


2/1^^' 


el  Terreur  commise  en  s’arrêtant  au  terme  qui  dépend  de 
sera  moindre,  en  valeur  absolue,  que  , — : ^ En  rem- 

^ 2 ) X“-^’ 

plaçant  les  nombres  B par  leurs  valeurs,  dans  la  formule  pré- 
cédente, il  vient 


(33; 


( C=  (n--  + :^-4-. 

! > 

• ■ 

l_ 

0 
n 

H 

1 

1- 

\ 2 3 

f 9.x 

/ 

i . * * . * 

I 

_ ^ 

‘ 69'  , 

\ ' I2X'  I20X*  ' 252X* 

24oX* 

i32.X'"  32'j6ox'' 

et,  en  s’arrêtant  au  dernier  des  termes  écrits,  l’erreur  commise 
6«  éd.  11.  24 
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sera  moindre  que  — *-—•  Ainsi  en  faisant  jr  = io,  on  a la  for- 

* 17.  .t*  * 

mule 


IH h ; 


9 


iz)- 


log  lO  - 


OyOl 

13 


0,000001 

aS2 


0,00000001  OjOoOOOOOOOl  0,00000000^(^1)1 


340 


i3'j 


H3-:6o 


qui  donnera  la  valeur  de  C avec  quinze  décimales  exactes;  en 
])renani 

log  10  = 2 ,3oa58  5092.994045  G8, 


on  trouve  sans  difficulté  la  valeur 


C = 0,57^21  566490153a, 
dtijà  clonncc  dans  la  Note  précédente. 


11.  Nous  avons  fait  connaître  au  n®  6 une  formule  qui  per- 
met de  calculer  successivement  les  nombres  B,,  B,.  Bj, ; 

on  peut  exprimer  généralement  B.  par  une  formule  débarras- 
sée de  transcendantes,  mais  qui  est  un  peu  compliquée.  Nous 
croyons  toutefois  utile  d’établir  cette  formule,  en  terminant 
la  présente  Note. 

Les  nombres  de  Bernoulli  sont  définis  par  la  formule  (16), 
qui  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


I I I B,  Bj  , 

J a 2 1.2  1.2. 3. 4 


B. 


I .2. .2» 


Or  on  a identiquement 


I I 2 

e‘  I e*  — I — 1 


si  donc  on  remplace  les  fractions  du  second  membre  par  leurs 
valeurs  en  séries,  en  faisant  usage  de  la  formule  précédente 
appliquée  aux  cas  de  a = s et  de  a = 25,  il  viendra 


(î4) 


= - — (a*— 1)-^‘  £-e(a*— 1)  — ’ 
13'  '1,1  ' 


a. 3.4 


série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z dont  le  module 
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esi  inférieur  :i  r.;  on  a donc,  par  la  formule  de  Maclaurin, 


( 35  ) ( — 1 )*  - - I!„  - ( P"i"'  ; = <>'• 


La  première  dérivée  de  la  fonction 


est 


-h  \ )' 

il  est  aisé  de  voir  que  l'on  aura  généralement 


-»  et 


! 

+ t _ -t-,  . 4-  A, 

( e‘  H-  I )’"  ’ 

A,,  A,,...,  A,«_,  étant  des  coefficients  indépendants  de  z;  il 
y a plus  : l’équation  ( 34  ) montre  que  la  première  dérivée  de  la 

fonction  ^ ^ ■ est  une  fonction  paire  de  z qui  ne  change  pas 

quand  ony  changez  en  — z;  il  s’ensuit  que  la  même  chose  a lieu 
pour  toutes  les  dérivées  d’ordres  impairs.  Mais,  par  ce  chan- 
gement de  zen — 2,  l’expression  précédente  devient 

-I-  -H.  ■ ,-t-  A,e» 

( e*  -t-  I )"'  ’ 


il  faut  donc  que  l’on  ait  généralement  Aa,_,  = \,,  et,  par  suite, 


Cela  posé,  on  a 


e'  -h  I 
d’où 

• ■M»— i •_ 


e— — +■  c->-’ 


mais  on  a aussi 

\ c -i-  • / ' , I ,2.  . . I 

24. 
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et  en  niiiltiplinni  entre  elles  les  deux  équations  précédentes, 
on  aura,  à cause  de  la  formule  (36), 


a»-'  <r-:s _ 3»-. ^ ^ . 


U jn_i  — ^ 


(37) 


X [c>«+  . . . .H  .]. 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  en- 
tière de  c‘;  par  conséquent,  en  effectuant  le  produit  indiqué 
<lans  le  second  membre,  il  ne  restera  que  des  termes  con- 
tenant des  puissances  positives  de  e‘;  en  écrivant  que  les  ter- 
mes en  sont  égaux  dans  les  deux  membres,  on  trouve 

A,=  — i’"-', 

et,  pour  les  valeurs  de  (t  supérieures  à i , 

I',  / v/*r..»— .\J— I . ./  .yîinfl"— l)...(>B  — i-M)^ 

I — (e-0 

,e— ■ , 

' I . I . . . ( U — I ) 

mais  les  formules  ( 35  ) et  { 36  ) donnent 


(->)"■ 


B,  = ■ ( A,  -H  A,-+-  A,-+- . . . -4-  A»_,  H — A.  ) ) 

>.n  2”  ' \ ® / 


on  aura  donc 


10-1/ 


0-1  . »B(a 


rî^]-- 


+ [(B-  - ÎB  (B-  a)’-'  ( - I)-’  »"(^.^')-(B-Hl)  1 

L I . a . • . — a;  J 

-e  - (-•)"  Fb’"-'  - ln(n  - I)’—'  -+-...-e(-  i)"-  - fn  a)  l 

a L I.a...(B— I)  J 

enfin,  si  l’on  réunit  les  termes  en  (n — i)”-',...,  on  aura 


(38) 


I / I an\  r an  i an(aB  — i)! 


r 2» 


an(2n— i)  i9n(?n— f)(2n  — 2) 
12  a 1.2.3 


](b-3)>' 


formule  dans  laquelle  la  loi  de  succession  des  termes  est  évi- 
dente. 


a / 
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THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Pab  M.  HERMITE. 


On  donne,  comme  on  sait,  lenom  de  fonctions  algébriques 
aux  polynômes  entiers  par  rapport  à une  variable,  aux  quo- 
tients de  ces  polynômes  et  aux  racines  des  équations  dont  le 
premier  membre  est  une  fonction  entière  par  rapport  à l'in- 
connue et  à la  variable.  Les  fonctions  que  l’on  appelle  trans- 
cendantes sont  toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  la 
définition  que  nous  venons  de  rappeler,  par  exemple  les 
exponentielles  et  les  logarithmes,  les  sinus,  cosinus,  tan- 
gentes d’un  arc  de  cercle,  ou  les  arcs  sinus,  arcs  tangentes,  etc. 
Les  fonctions  de  fonctions  que  l’on  obtiendra  par  des  combi- 
naisons algébriques  de  ces  premières  transcendantes  seront 
encore  évidemment  des  fonctions  transcendantes,  et  l’on  voit 
ainsi  comment  on  peut,  quoique  sans  utilité,  en  multiplier 
indéfiniment  le  nombre.  C’est  en  quittant  le  champ  de  l’al- 
gèbre et  en  quelque  sorte  dès  l’abord  du  calcul  intégral,  qu’on 
est  amené  naturellement  et  sans  effort  à l’origine  véritable- 
ment féconde  d’une  infinité  de  fonctions  nouvelles,  distinctes 
essentiellement  les  unes  des  autres,  offrant  pour  chacune 
d’elles  un  ordre  de  notions  analytiques  propres,  en  même 
temps  que  des  caractères  communs  qui  les  réunissent  en  gran- 
des catégories,  et  dont  l’étude  approfondie  est  l’un  des  objets 
les  plus  intéressants  de  la  science  actuelle.  Deux  géomètres 
illustres,  Abel  et  Jacobi,  ont  attaché  les  premiers  la  gloire  de 
leur  nom  à cette  étude,  en  posant  les  fondements  de  la  tliéoric 
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riihmes 


forment  les 


i\cs  Iriiiiscetu/iinif's  difJ'érfntieHes  <ilg;êbri<nii;s,  dont  losiogn- 
rdx  , . , r (Ix 

J ^ J \!\  —X' 

termes  les  plus  simples  et  les  plus  élémentaires.  Après  les 
logarithmes  et  les  arcs  de  cercle,  ce  sont  \as  fonctions  ellip- 
tiques auxquelles  donne  naissance  l’étude  des  intégrales 

— = — , qui  ouvrent  la  série  des  nouvelles 

s/(i  — a->)  (i  — /.’.r’) 


fonctions  et  en  présentent  le  premier  terme.  Ce  seront  celles 
auxquelles  sera  consacrée  cette  Note,  et  dont  on  va  essayer  de 
donner  une  première  idée  en  présentant  l’esquisse  de  leurs 
caractères  les  plus  saillants. 


Propriétés  communes  aux  fonctions  circulaires  et  elliptiques 

En  rappelant  tout  à l’heure  la  définition  des  fonctions  algé- 
briques, nous  avons  dit  qu’elles  comprenaient  d’une  part  les 
polynômes  et  les  fractions  rationnelles,  et  de  l’autre  les  racines 
des  équations  F (y,  x)  = o,  dont  le  premier  membre  est  ra- 
tionnel et  entier,  par  rapport  à la  variable  et  à l’inconnue  y. 
Dans  le  premier  cas,  les  fonctions  ne  sont  susceptibles  que 
d’une  seule  et  unique  valeur  pour  toute  valeur  réelle  ou  ima- 
ginaire de  X,  tandis  que  dans  le  second  elles  offrent  autant  de 
déterminations  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  l’équation 
supposée  irréductible  et  qui  sert  à les  définir.  Une  différence 
du  même  genre  se  montre  entre  les  transcendantes  simples, 
sin  X,  cos  X,  tang  x et  arc  sin  x,  arc  cos  x,  arc  tang  x,  les  pre- 
mières ressemblant  aux  polynômes  et  aux  fractions  ration- 
nelles, comme  n’étant  susceptibles  que  d’une  seule  et  unique 
détermination  ; les  secondes  au  contraire,  en  admettant  une  in- 
finité, sont  à cet  égard  comme  les  racines  d’une  équation  dont 
le  degré  serait  infini.  Et  il  en  est  évidemment  de  même  pour 
l’exponentielle  e'  et  le  logarithme  qu’on  peut  considérer 
comme  défini  par  l’équation  transcendante  ou  de  degré  infini 
e>  = x.  Ce  rapprochement,  qui  s'offre  au  premier  aperçu,  se 
conlirnte  et  se  complète  par  les  rcmanjues  suivantes.  Pour 
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loule  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable,  on  a 


sin  X = X — 


COSX=:  I — 


tangx=; 


— -T-  -I-  ~ -T-.. 

I 1.3  1.7.3 

X^  X' 


1.2.3  I 2.34-^  1.7. .34-5.07  ' 

jr’  .r'  X* 

1.2”*"  1 . 2 . 3 . 4 I . 2 . 3 . 4 ■ 5 . (i  ' 

.g»  x^ 

1.2.3”^  1.2.3.45 


1 2.3.4 


ei  du  fait  même  de  la  convergence  des  séries  résulte  qu'en 
les  arrêtant  à un  terme  sufUsamment  éloigné,  les  transcendan- 
tes se  trouvent  avec  autant  d’approximation  qu’on  le  veut  rem- 
placées par  des  polynômes  et  des  fractions.  Tout  au  contraire, 
les  développements  : 


.%*2  ^ 

log(i-+-.r)  = a----H--^-H..., 


arc  sin  2:  = a-  M •+■ 


1 .3.x'  1 .3.5.2:’ 


2.3  24.5  2 .4 .6. 7 


«T**  y» 

arc  langx=:2;  — '3  ''^  


ne  subsistent  qu’en  supposant  la  variable  moindre  que  l’unité, 
et  l’assimilation  approximative  avec  des  polynômes  n’est  pos- 
sible que  dans  un  intervalle  fort  restreint.  Enfin,  et  ceci  est 
le  point  qu’il  importe  surtout  de  remarquer,  par  une  seule  va- 
leur donnée,  soit  de  l’exponentielle  ou  des  fonctions  circulai- 
res, on  en  peut  obtenir  algébriquement  ou  même  rationnelle- 
ment une  infinité  d’autres.  C’est  ainsi  qu’en  trigonométrie 
rectiligne  on  calcule  en  partant  de  l’arc  de  10"  toutes  les  va- 
leurs du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tangente  qui  figurentdansles 
tables,  propriété  aussi  remarquable  qu’importante  de  ces  fonc- 
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lions,  cl  qui  découle  de  ces  relations  : 

sin  [x  + j)  = sin  x cos  j -+-  sin  jcos  x, 
cos  (a:  -f-/)  = cosx  cos,r — sin  a:  sin  r, 


tang(a;-t-7)  : 


tangx  H-  tangj 


1 — lang  X lang  J 

dont  les  seconds  membres  sont  composés  algébriquement  avec 
les  fonctions  relatives  à l’argument  a:  et  à l'argument  y.  Ces 
mêmes  propriétés  nous  les  trouverons  dans  les  fonctions  ellip- 
tiques dont  elles  constituent  les  caractères  les  plus  essentiels, 
et  nous  les  résumerons  en  disant  des  nouvelles  transcendantes, 
<\u’  elles  sont  des  fonctions  uniformes,  à détermination  unique, 
analogues  à des  fractions  rationnelles,  auxquelles  on  peut  les 
assimiler  avec  autant  d’approximation,  et  dans  une  aussi  grande 
étendue  qu’on  le  veut,  des  valeurs  de  la  variable,  et  de  plus 
que  les  fonctions  relatives  à la  somme  de  deux  arguments  x 
et  y s’expriment  algébriquement  par  les  fonctions  relatives  à 
l'argument  x et  à l’argument  y.  Enfin  et  de  même  qu’à  l’expo- 
nentielle et  au  sinus  répondent  les  expressions  inverses,  logx 

..  rdx  r dx 

et  arc  sin  X ou  bien  I — » j 

J J \/'i  — J 

une  inQnilé  de  déterminations,  s’offrir  comme  inverse  des 
fonctions  elliptiques,  l’intégrale  d’une  nature  plus  élevée 

dx 


nous  verrons,  avec 


/; 


V^(i  — x’)  (i  — /f’x’) 
où  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  du  y««trîéme  degré  eux. 


De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires  et  elliptiques. 

Celle  propriété  importante  manifeste  d’une  manière  toute 
particulière  la  différence  de  nature  des  fonctions  qui  la  possè- 
dent avec  les  fonctions  algébriques  rationnelles  dont  nous  les 
avons  tout  à l’heure  rapprochées,  et  leur  imprime  leur  carac- 
tère le  plus  apparent  en  quelque  sorte  de  fonctions  transcen- 
dantes. C’est  d’ailleurs  par  la  périodicité  que  les  sinus  et 
cosinus  interviennent  dans  presiiue  toutes  les  ijiiestions  de 
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l’analyse,  depuis  les  études  qui  ont  pour  objet  les  propriétés 
abstraites  des  nombres  entiers,  jusqu’aux  applications  du 
calcul  à la  physique  et  à l’astronomie.  Aussi  est-il  bien  digne 
d'intcrét  d’étudier  à ce  point  de  vue,  dans  la  longue  chaîne  des 
nouvelles  transcendantes,  celle  qui  s’offre  à son  commence- 
ment et  se  joint  immédiatement  aux  fonctions  circulaires,  les 
seules  connues  pendant  si  longtemps.  C’est  au  début  de  leurs 
travaux  qu’Abel  et  Jacobi  firent  simultanément  la  découverte 
capiule  que  les  fonctions  elliptiques  possèdent  deux  périodes, 
une  première  qu’on  peut  toujours  supposer  réelle,  et  une  autre 
qui  est  nécessairement  imaginaire.  Jacobi  démontra  en  outre 
qu’une  fonction  uniforme  d’une  variable  ne  pouvait  posséder 
plus  de  deux  périodes,  et  M.  Liouville  après  lui,  embrassant 
dans  toute  sa  généralité  la  théorie  des  fonctions  doublement 
périodiques,  fit  voir  qu’elles  se  réduisaient  aux  seules  fonc- 
tions elliptiques,  et  mit  hors  de  doute  la  prévision  de  Jacobi, 
que  ces  fonctions  résumaient  en  elles  tout  ce  que  pouvait  pré- 
senter l’analyse  à l’égard  de  la  périodicité  envisagée  dans  le 
sens  le  plus  étendu.  Nous  allons  dans  ce  qui  suit  nous  occuper 
du  mode  d’après  lequel  se  manifeste  analytiquement  ce  fait  si 
remarquable  de  la  double  périodicité,  en  commençant  par 
étudier  sous  ce  point  de  vue  la  périodicité  simple  dans  les 
fonctions  circulaires.  Mais  en  premier  lieu  et  en  raison  de  son 
caractère  élémentaire  et  purement  arithmétique,  nous  donne- 
rons la  démonstration  de  Jacobi  sur  l’impossibilité  d’une  fonc- 
tion à plus  de  deux  périodes. 

I.  — Proporition  de  Jacobi. 

En  désignant  par  a et  6 deux  quantités  dont  le  rapport  soit 
réel  et  incommensurable,  on  sait  par  la  théorie  des  fractions  cou- 
de ^ par  une  infinité  de 

vérifier  la  condition 


tinues  qu’il  est  possible  d'approcher 


fractions  rationnelles  — de  manière  à 
n 


a _ m t 

b ;i  /i’ 
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s étant  muiudre  que  l’unité.  De  là  on  tire 


rui  — mb  = 


H 


Or  une  fonction  ayant  pour  périodes  a et  ne  changera  pas 
en  ajoutant  à la  variable  une  somme  de  multiples  de  ces  quan- 
tités par  des  nombres  entiers,  telle  que  na  — mb.  Comme  le 

nombre  n peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  veut,  sans  quoi  ^ ne 


serait  pas  incommensurable,  la  nouvelle  période  na — mb=  — 

peut  être  rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  et  par 
là  nous  reconnaissons  déjà  qu’il  ne  peut  exister  de  fonction 
doublement  périodique  où  le  rapport  des  deux  périodes  serait 
réel  et  incommensurable. 

C’est  à cette  même  conclusion  d’une  période  infiniment 
petite,  ou  du  moins  dont  le  module  est  infiniment  petit,  que 
nous  allons  parvenir  en  supposant  trois  périodes  imaginaires  ; 


a = a -f-  a'  ^ — 1 , 
= — ' • 


Je  dis  en  effet  qu’on  peut  déterminer  une  infinité  de  nom- 
bres entiers,  m,  n,  p,  tels  que  le  module  de  am bn cp 
soit  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Considérez  pour  cela  la  forme  quadratique  ternaire 


f=(aa-  -t-  py-(-  7r)’-l-(a'x  -t-  p'y-)-7's)’Tf-  ^ , 

où  X est  une  quantité  réelle  arbitraire  et  dont  le  déterminaiii 
sera 

V 

Le  minimum  de  f,  pour  des  valeurs  entières  des  indétermi- 
nées,aura,  comme  on  sait,  pourlimile  supérieure  A , de  sorte 
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i)u’en  désignaiU  par  «1,  n,  />  ccs  valeurs,  on  aura 

t>’  » — 

[am  H-  + ( »'m  + ft'n 7'/^)’  -H  ^ v a-i» 

01  à plus  forte  raison 

fin  + 7/>)’  -H  (a'm  + ^'n  + y'p]'  < y 2A- 

S’il  est  donc  impossible  d’avoir  à la  fois 

■J.  m -i-  y P 

a ni  ■+ ^'n -h  y' i>  = O, 

ou  bien  titn  -{-  bn  cp  o , 

c’est-à-dire  si  a,  b,c,  sont  trois  périodes  réellement  distinctes, 
on  reconnaît  que  \ croissant,  a peut  devenir  aussi  petit  qu’on 
veut  et  qu’on  parvient  à des  périodes  dont  le  module,  ainsi 
que  nous  l’avons  annoncé,  est  indéfiniment  décroissant.  Tou- 
tefois nous  supposons  que  le  déterminant  de  la  forme  quadra- 
tique ne  soit  pas  nul.  Mais  dans  ce  cas  particulier,  au  lieu  de 
la  forme  ternaire,  on  considérera  la  forme  binaire 

(ax-h^xY-^-{n’x  -+-  [i'.r)’-*-  •— 


a’  -I-  a ' 

Sous  la  condition  ap'  — pa'  = o , son  déterminant  sera  — — 1 

et  ne  pourra  plus  jamais  s’évanouir.  Or,  en  supposant  que  le 
minimum  soit  donné  pour2r  = m,  y=  n,  on  aura 


( a ;/i  -I-  P >1  -f-  ( »'  w -I-  P'  » -f-  ^ < y/.  ^ 

et  à fortiori 


(a/n-t-  p«)'-i-(a';«-^p'«)'< 


de  sorte  qu’on  pourra  raisonner  comme  précédemment  et  par- 
venir à une  période  am-hbn  dont  le  module  sera  d’une  peti- 
tesse arbitraire.  Ce  cas  particulier  rentre  d’ailleurs  dans  celui 
«lont  nous  nous  sommes  occupé  en  premier  lien,  car  la  con- 
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dition  op'  — pa'  = 0,  exprime  que  le  rapport 


a-t-  2 


f- 


,3  4-  P'v'-i 


est  réel. 

II.  — De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires. 

La  notion  géométrique  de  ces  fonctions,  leur  définition 
dans  le  cercle,  met  en  évidence  immédiatement  tout  ce  qui 
concerne  la  périodicité,  tandis  qu’au  point  de  vue  de  l’analyse 
pure,  en  prenant  par  exemple  pour  définition  les  dévelop- 
pements : 


sin  X = X — 


cosx=  I — 


I 2.3  ^ 

X’  

1 . 2 1 .2.3.4 


I .2.3.45 

x‘ 


ce  caractère  si  important  semble  beaucoup  plus  caché.  Il  n'eu 
est  pas  autrement  à l’égard  de  l’exponentielle  considérée 


ier  (,-H^)’ 


> ou  comme 


. . Mais  les  fonctions  cir- 


comme  la  limite  d’un  polynôme  entier 

. r . X X^ 

la  sene  14 1 1 r, 

I 1.2  1.2.3 

culaires  sont  susceptibles  d’autres  expressions  où  le  caractère 
périodique  apparaît  tout  aussi  immédiatement  qu’en  géomé- 
trie, et  qu’il  est  d’autant  plus  intéressant  d’étudier  que  d’elles- 
mêmes,  par  une  généralisation  facile,  elles  conduisent  aux 
fonctions  plus  élevées  qui  possèdent  deux  périodes  différentes. 
Pour  premier  exemple,  je  prendrai  le  développement  en  pro- 
duit infini 

I (-7)  (-!)(-!)••■■ 

qu’on  peut  considérer  comme  la  limite,  pour  m infini,  du 
polynôme 


(-7)(-f)---("S)- 
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Or  on  voit  tout  de  suite  qu’on  a 


9 (x+  i)=  — 9(*:) 


WI4-  I -H X 

, 

m 


373 


ce  qui  donne,  en  supposant  m infini,  9(^4- 1)  = — d’où 
l’on  conclut  sin  (war-f-»)  = — sinicx,  et  en  remplaçant  nx 
par  X,  sin(a:  + 7r)  = — sina?,  et  par  suite  sin(a;+2«)  = sinx. 

Nous  serons  conduit  à un  second  exemple,  en  prenant  la 
dérivée  logarithmique  des  deux  membres  de  l’équation  (1), 
savoir 


Il  I I 

ir  COt  irar  = - -H  1 h 


X X — l X 3 X 3 

I I I 



x-t-l  X-^2  X-+-3 


En  changeant  a:  en  a:  + i,  le  second  membre  devient 


I 


I 


I 


X -h  I X X — I X 2 

I I 


X-\- 2 X -h  3 X -h  ^ 


et  par  suite  se  reproduit,  car  les  fractions  partielles  n’ont  fait 
que  changer  de  place  en  s’avançant  chacune  d’un  rang.  C’est 
ici  qu’on  voit  s’offrir  par  une  généralisation  facile  la  manière 
suivante  de  représenter  une  fonction  ayant  pour  période  une 
quantité  quelconque,  à savoir 

9(ar)9(ar  — 0)9(2: — 2o)9(a:  — 3o)... 

9(a:-(-a)  9(2:4- 20  )9(a:  + 3o)..  . 

9(2t)4-9(2:— o)4-9(x  — 2o)-t-9(a:  — 3o)-f-... 

-|-9(x  -i-o)-(-9  (x-h2a)  -(-?  (a:-t-  3o)  -H. . . • 

La  condition  de  convergence  du  produit  ou  de  la  série  in- 
finie est  seule  à remplir,  et  si  l’on  peut  y satisfaire  en  choi- 
sissant pour  9 (x)  une  fonction  qui  soit  elle-même  périodique, 
on  se  trouve  imené  à l’expression  d’une  fonction  à double 
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période.  Tel  serait,  par  exemple,  le  dévelo|)peme.m 

Il  I I 

1 1 ^ . 

sma;  sin(x  — «)  sin  (jr  — za]  siii  (.r — 3a) 

I I . I 

sin(j--j-fi)  sin(x-t-2«)  sin(x-|-3iz)  ’ 

qui  s’offre  précisément  dans  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques, et  qu'on  prouvera  facilement  être  convergent  lorsque  la 
quantité  a sera  imaginaire.  Si  l’on  supposait  a réel,  les  termes 
successifs  de  la  série  ne  tendant  pas  vers  zéro,  la  divergence 
serait  manifeste,  ce  qui  s’accorde  bien  avec  ce  qui  a été  dit  pré- 
cédemment de  l’impossibilité  d’une  fonction  à deux  périodes 
réelles. 

Mais  on  peut  ne  pas  employer  l’intermédiaire  d’une  fonc- 
tion déjà  périodique,  et  parvenir  à l’expression  d’une  série 
doublement  périodique  par  ce.  développement  doublement 
infini 

y ? (x -i- ma -h  nb) , 

a et  b désignant  les  périodes,  m et  n des  nombres  entiers  va- 
riablesauxquelson  attribuera  toutes  les  valeursde  — oc  à -t-(»  . 
Et  de  même  au  point  de  vue  des  produits  inOnis,  une  analogie 
immédiate  conduit  à envisager  des  expressions  de  la  forme 

m-â^hb)  ' 

in  et/i  recevanicncore  toutes  les  valeurs  entières,  en  n’excep- 
tant que  la  combinaison  m = o,  n=o.  Mais  l’étude  ap- 
profondie de  ces  expressions  a révélé  une  circonstance  impor- 
tante autant  que  singulière.  M.  Cayley,  dans  un  Mémoire  sur 
les  fonctions  doublement  périodiques  publié  dans  le  Journal 
de  M.  Liouville,  t.  X,  a fait  voir  que  leur  valeur  dépendait 
essentiellement  de  la  loi  suivant  laquelle  on  fait  croître  simul- 
tanément jusqu’à  l’infini  les  nombres  m et  n.  Par  exemple, 
on  obtient  une  expression  analytique  parfaitement  définie  et 
déterminée,  en  admettant  la  condition  que  m et  n .soient  les 
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ooordonnées  d’un  point  contenu  dans  l’intérieur  d’un  cercle 
R’  dont  on  augmente  indéfiniment  le  rayon.  Mais  en 
remplaçant  le  cercle  par  une  autre  courbe,  ce  sera  une  autre 
fonction  qui  s’offrira  à la  limite,  et  au  lieu  de  réaliser  de  la 
sorte  des  fonctions  doublement  périodiques,  qui^  se  reprodui- 
sent en  changeant  x en  x + a el  x b,  on  parvient  à des 
fonctions  qui  se  reproduisent  multipliées  par  un  facteur  expo- 
nentiel. Ces  fonctions  présentent  en  effet  l’élément  analytique 
fondamental  sur  lequel  repose,  comme  nous  le  verrons,  toute 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Mais  on  remarquera  que 
la  prévision  fondée  sur  l'analogie  des  expressions 

rr^  ( . 

Il  \ ma  + nb  J 

ne  se  trouve  pas  justifiée,  et  que  les  secondes  ne  sont  pas 
précisément  les  fonctions  à deux  périodes,  bien  qu’elles  en 
fournissent  les  élénrwnts  essentiels.  Ne  pouvant  exposer  dans 
toute  leur  étendue  ces  considérations  délicates  et  intéressantes, 
nous  allons  toutefois  en  donner  l’idée  en  nous  bornant  aux 
produits  simplement  infinis  qui  conduisent  aux  fonctions  cir- 
culaires. 


III.  — Sur  l'expreuion 


Le  fait  principal  sur  lequel  nous  voulons  appeler  l’attention, 
consiste  en  ce  que  ce  produit  n’est  périodique  qu'aulant  qu’on 
l’envisage  comme  la  limite  déjà  considérée,  savoir 
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pour  m infiniment  grand.  Faisons  en  effet 


{•) 


' • (-?)(' 


-:)• 


et  concevons  qu’on  augmente  indcliniment  m et  /»  en  posant 
la  condition 

m = un, 

«désignant  une  constante  désignée  à l’avance;  nous  allons 
montrer  que  pour  n infini  la  limite  de  dépend  de  «,  et 
n’est  périodique  qu’en  supposant  «=  i. 

Soit,  pour  abréger,  ' 


2 

2 


I 

X — n 
1 

x^m 


I I 

_l_ 

x-h  I 2 


I 


X — n 


x-hm 


l’équation  (i)  donne,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique  des 
deux  membres. 


1 

?'(^)  _ ■y  _! . ’V . 

<f(x)  X — n ^ X -h  m 


Dr  on  a identiquement  : 


h)-2;  = 2,-;ï:^.-2;. 

2^=2;iît^.+2s’ 


de  sorte  qu’en  faisant  encore 

5^= — y-' 

AM  m n 

on  peut  écrire 


V _ 'V  'V 

y (a)  j^itx—n’  ^ 


nix  -H  ni’ 
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ol  il  s’agit  d’obtenir  la  limite  du  second  membre  lorsque  m 

Pt  n croissent  jusqu’à  l’infini.  Or  les  séries  V — - > 

^ HZ  — n* 

i mz  -+-  ni'  ’ l’une  et  l’autre  convergentes,  ont  séparé- 
ment des  sommes  flnies  et  donnent  lieu  par  conséquent  à des 
limites  parfaitement  déterminées,  où  la  condition  n=wn  ne 
peut  jouer  un  rôle.  Mais  il  n’en  est  plus  de  même  à l’égard 

des  séries  y — > y - » dont  les  sommes  croissent  indéfini- 

ment  avec  m et  n,  d’où  résulte  que  > se  présente  comme  la 
différence  indéterminée  de  deux  infinis,  et  il  s’agit  d’en  obte- 
nir la  valeur. 

Nous  représenterons  à cet  effet,  par  une  intégrale  définie,  la 

série  - -t-  - -I-  • • • -f-  — ? en  partant  de  la  relation 
12  m 


On  aura  effectivement 


et  il  en  résulte  que  la  différence  des  deux  séries  semblables 


s’exprime  par 


et  il  s’agit  de  trouver  ce  que  donne  cette  intégrale  en  posant 
nt  = vn,  et  faisant  n infiniment  grand.  On  y parvient  aisément 
par  cette  transformation  très-simple 

Z 

Z = l 

n 

0*éd.  II.  2-5 
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On  a en  elïot 

J I — X Jn  Z 

HHrlT, 

%/o  Z 

ei  jwr  conséquciil,  pour  n infini,  rinicpralp  bien  connue 

i/o  5 


La  quantilé  désignée  par  ii'aya'il  “'"S'  POUf  valeur  /«,  ne 
s’évanouit  qu’en  supposant  u=  i,  et  dans  ce  cas  l’équation  (a) 
devient 


" -}- H • • * •4- ; 1 

X4-I  x4-5t  m 


Cl  il  est  visible  qu'on  peut  remplacer  les  deux  séries  iti- 
fimies  par  celle  seule  série  convergente 


dont  la  somme  est  n col  nx.  Mais  en  général,  et  en  laissant 
entre  ni  cl  n le  rapport  arbitraire  w,  on  aura 


9*(x) 

I ,^-r  = TZ  col  ir.r  -t-  /m  , 
ÿ(-^) 


d’où 


et  par  suite 


) = / sin  Tzx  + xU<-+-  consl., 

?(^) 


<î>  (x)  = Ce’^^'’'sin  rx, 


0 étant  une  constante. 

Ce  résultat  met  en  évidence  le  genre  particulier  d’indéier- 
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minaiioii  que  coniporie  l’exiirossioii  pourra 

servir  à faire  comprendr(\  le  fait  aiialugue  relatif  au  produit 
doublement  infini  x ^ 1 -t-  *■'’  géné- 

rale s’obtient  en  niullipliani  par  une  exponentielle  de  la 
forme  une  valeur  particulière,  déterminée  en  dé- 

llnissant  par  une  courbe,  comme  nous  l’avons  dit  plus  haut, 
la  loi  suivant  laquelle  on  associe  les  nombres  entiers  ni  et  n, 
en  les  faisant  croître  indéfiniment.  Mais,  sous  un  point  de  vue 
plus  général,  on  peut  se  demander  s’il  existe  des  fonctions 
uniformes  et  entières  qui  aient  deux  périodes.  Tel  est  l’objet 
de  la  proposition  suivante,  due  à M.  Liouville,  et  dont  l’illustre 
géomètre  a fait  la  base  d’une  théorie  complète  dos  fonctions 
doublement  périodiques  (“). 


IV.  — Proposition  de  M.  Liouville. 

Elle  consiste  en  ce  que  toute  fonction  uniforme  f{x),  possé- 
dant deux  périodes  a et  6,  se  réduit  nécessairement  à une 
constante  si  elle  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  la 
variable.  Parlons  en  effet  de  l’expression  suivante,  de  toute 
fonction  entière,  uniforme,  ayant  pour  période  «,  savoir  : 

iTJ 

„ }»i 

— oc 

La  condition  f(a--t-é)  = f(jr)  donnera  l’égalité 


Cl  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  par  e “ , on  trouve, 
en  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  n, 


: A„. 


(*)  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  l'ouvrage  Je  MM.  Hriot  et  Rouquet, 
intitulé  : Théorie  drs  Jonctions  doublement  pénvdu^ues  et  en  particulier  des/onc* 
tions  clliptiifues.  Paris,  Mallct-Rachelier. 
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On  on  conclut  que  A„csl  nul,  car  en  supposant  imaginaire, 
ainsi  qu’on  le  doit,  le  rapport  des  deux  périodes  ^ , on  ne  peut 

ITT  4 
im 

avoirs?  “ = i que  pour  la  seule  valeur  m = o.  A,  devant 
être  supposé  nul  pour  toute  valeur  de  m,  sauf  m = o,  on  voit 
que  f (x)  se  réduit  à la  constante  A,. 

Cette  proposition  aussi  simple  qu'importante  nous  fait  voir 
que  les  fonctions  à deux  périodes  seront  nécessairement  des 
transcendantes  fractionnaires;  elle  rend  compte  à priori  des 
singularités  que  présente  la  nature  des  produits  doublement 

infinis  J][  X ^ i-f- , et  montre  l’impossibilité  de 

donner  pour  origine  aux  fonctions  à deux  périodes  l’expres- 
sion plus  générale 

>y(x)y(x  — rt)y(x  — 2n)f[x  — 3n)... 

a)  -\-7.n)  3fl).  . . , 

en  prenant  pour  <j>  (x)  une  fonction  périodique  entière.  Mais 
ces  expressions,  si  elles  ne  peuvent  conduire  aux  fonctions 
à double  période,  nous  amènent  à celles  qui  leur  servent  de 
numérateur  et  de  dénominateur,  et  c’est  .à  ce  moment  qu’à 
Itroprement  parler  nous  entrons  dans  l’étude  des  fonctions 
elliptiques. 

Définition  des  fonctions  h (x),  H (x),  leur  expression 
en  produits  et  en  séries. 

Rien  n’est  plus  important  ni  plus  digne  d'intérêt  que  l’étude 
alientive  des  i>rocédés  par  lesquels,  en  parlant  des  notions 
antérieurement  acquises,  on  parvient  à la  connaissance  d’une  ^ 
fonction  nouvelle  qui  devient  l’origine  d’un  nouvel  ordre  de 
notions  analytiques,  et  un  traité  complet  sur  le  sujet  qui  nous 
occupe  ne  devrait  omettre  aucune  des  méthodes  découvertes 
et  suivies  à l'égard  des  fonctiotis  0 (x)  et  H(x).  Mais  ici  nous 
n’en  indiqtierons  que  deux,  la  première  se  liant  naturellement 
à ce  qui  précède,  et  la  seconde  devant  nous  [>erinettre  de 
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donner  un  aperçu  sur  les  fonclions  analogues,  niaisii  plusieurs 
variables  et  d’un  ordre  plus  élevé  qu’on  nomme  fonctions 
abéliennes  ou  ultra-ellipliques. 

I.  — Première  méthode. 

Nous  adopterons  désormais  les  notations  employées  par 
Jacobi  dans  l’immortel  ouvrage  intitulé:  Fundamenta  nova 
theoriæ  functionum  elliplicarum,  et  nous  représenterons  les 
quantités  qui  serviront  de  périodes  par  K et  /K',  i dési- 
gnant v/— <•  Cela  posé,  en  désignant  par  y (jt)  une  fonction  en- 
tière ayant  pour  période  aK,  nous  considérerons,  au  lieu  des 
expressions 

Ÿ [x)  V (x  — iK')  Ÿ (ar-l-a/K'). . . 

Ÿ (a:  -H  I K')  Ÿ (x -f- 2 I K' ) . . . , 

que  nous  savons  ne  pouvoir  servir  à la  définition  d’une  fonc- 
tion entièrement  déterminée,  la  suivante  : 

<1.  (x)  = Ÿ (x -I- I K' ) <p  ( X -I- 3 1 K')  ? (x  + 5 1 K') . . . 

ÿ( — x-i-  t’K')  Ÿ { — x-|-3iK')  Ÿ (~x-t-5«K'). . .. 
On  aura  d’abord 

(x  -I-  2 K ) = ‘I’  (x  ) , 

et  on  trouvera  ensuite  immédiatement 
4>(x-H2/K')  = 4.(x)  y t 

On  n’a  donc  pas  ainsi  une  fonction  doublement  périodique, 
mais  ce  nouveau  type  d’expressions  conduit,  comme  nous 
allons  voir,  à des  fonctions  parfaitement  definies  et  déter- 
minées. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction  entière  ayant  2 K pour  période 


inx 


ce  qui  donnera 

y (- j:— /K')  _ 
ÿ{x4-i'K')  ~ 
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K' 


on  trouvera 

y [ J:  + ( 2 «I  -+-  I ) / K ' ] y [ — -f  -I-  ^ 2 /«  -T-  I ) t K'  ] 


= 1 


cos 


et  par  suite 


,.r)  = ^1  — ?.(/  cos  ^ ^ I — cos  — -4-  q"\ 

I t:X  \ 

X I 1 — 2 '/'  COS  '/  ) ■ ■ ■ ■ 


Or  il  suffit  (|ue  le  module,  de  q soit  inférieur  à l'unité  pour 
((uç  ce  produit  représente  une  fonction  complètement  définie 
et  déterminée,  car  la  dérivée  logarithmique  donne  cette  série 


<(''  ,xi 


'J.  n . TT  X 

K "'"xi 


I — ->  q cos 


TTX 

1 — 7.q^  cos  -r-  -+-  </'■ 


<t 

TT  X 

I — ■?.q'‘  cos  -jT — h (/'* 


qui  dans  ce  cas  est  toujours  convergente,  quelle  que  soit  la 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x. 

En  introduisant  en  facteur  une  constante  A,  nous  poserons 
avec  Jacohi 

W x)  = A‘l>  t),- 

ou  bien 


H 


^ = A I — 2 9 cos  a X -f-  V’)  ( I — 27'  cos  2 X 4- 
X I — ?.(/' cos 2 X 4- . 


C’est  la  première  des  fonctions  que  nous  voulions  définir;  elle 
vf-rilie  les  relations 


(•/ 


j H •;  ,j -I-  2 K ) = H ^ X , , 

( « (X  + 2/k')  = — H X 


-r'- 


iK') 


(pii  serseni  de  base  à la  ibéorie. 
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Eli  second  lieu,  soii 

H(ar)=— l0(x  + lK')e<'^ 

on  trouve  immcdiaienient  les  relations  toutes  semblables  aux 
précédentes  : 

/ H(a:-4-  aK)  =-H(x), 

(*)  I 

( H(x-I-2/K')  = — H(x)e  ^ , 


et  pour  l’expression  développée,  la  formule 


Il  A. a v'7sinx(i — a^'cosax-f-?') (i — a^‘cosax+<?‘) 

X (i — 2^'  cos  2x4-  g")  - . ■ • 


C’est  la  seconde  de  nos  fonctions  fondamentales;  en  la  divi- 
sant par  la  première,  on  obtient  une  fonction  à double  période, 

satisfait 


car,  à cause  des  relations  (i)  et  (2),  le  quotient 
aux  conditions 


e(x) 


Il  (x-t-ah)  _ 11  (xj 

«(x-t-aK)'  0 (x)  ’ 

11(x4-4K)  _ H(x) 

0 (x  4-4  ® (-«^)  ’ 

1I(x-i-2iK')  _ H (x) 
0(x4-2|K')  0 (x) 

Faisons  enfin 

0,  (x)  =0  (x  4-  K), 
H,(x)=H(x-t-K), 

c’est-à-dire 


(iKx\ 

— — j = A ( i-i-  2ç  cos  2x  -t-  q’}  (14-  aq’  cos  ax  4-  q‘) 

X ( i-t-  2^‘cosax-t-  q"). . . , 

lli  j =A2\  ^cosx(i4-2ç’cos2x-t-</')(i-t-aq'cos2x4-q*) 

X (1  -f-  2q‘  cos  ax  4-  q‘’} 
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Ces  deux  nouvelles  fonctions  conduisent  aux  relations  : 


10,  (x-l-zK)  =0,  (x), 

0,  (x+ai  K')  = 0,  (x)  e 
(1I,(x+2K)  = — H,(x), 

(4)  1 -^(x+.K') 

( H,(x4-2iK')  = H,{x)e 


de  sorte  que  les  quotients 


H,  (x)  0,(x) 


» seront  encore  des 


0 (x)  0 (x) 

fonctions  à double  période  qui  se  lient  chacune  à la  précé- 
dente à peu  près  comme  le  sinus  au  cosinus,  et  complètent  le 
système  des-trois  nouvelles  transcendantes  dont  l’étude  con- 
stitue la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Nous  allons  les  re- 
trouver sous  une  forme  analytique  différente,  qui  les  rattache 
aux  transcendantes  ultra-elliptiques  à plusieurs  variables  et  à 
périodicité  multiple.  Mais  cette  première  méthode  a l’avan- 
tage de  donner  immédiatement  les  racines  en  nombre  inflni 
des  équations  transcendantes  qu’on  obtient  en  égalant  à zéro 
chacune  de  ces  fonctions,  savoir  : 


/ 0 (x)  = o, 
UI  (x)=o, 

I 0,  (x)  = O, 
( H,(x)  = o, 


X = 2 m K -H  ( 2 m'  -t-  I ) I K' , 

X = 2 m K -)-  2 /w'  I K' , 

X = (am  -4-  i)K-h  (2m'-|-i)iK', 
x=  (2ff»-4-i)K-|-(2m'H-i)iK', 


m et  m'  désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Aux 
diverses  relations  fondamentales  que  nous  venons  de  donner, 
nous  joindrons  encore  celles-ci,  dont  il  est  souvent  fait  usage: 

I — fî 

1 è (x-hiK')  = iH  (x)e 

lu  (x-l-»K')  = /0  (x)f? 

(-7ÏÏ- K) 

0,  (x-t-«K')  = H,  (x)  e 

-^(ïx-f-.K') 

II,{x-(-iK')  = 0,  (x)  e 


Enfin  nous  remarquerons  que  ces  fonctions  ne  changent  point 
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en  y remplaçant  x par  \x,  K et  K'  par  XK  etXK',  de  sorte 
qu’on  peut  particulariser  l’une  des  périodes,  prendre  par 
exemple  K = i,  carde  ce  cas  spécial  on  reviendra  immédiate- 
ment à nos  expressions  générales.  Mais  c’est  une  particulari- 
sation différente  de  celle-là  que  nous  aurons  à mettre  en 
usage,  et  dont  nous  parlerons  lorsqu’elle  viendra  natureile- 
meni  s’offrir. 


II.  — Deuxième  méthode. 

La  proposition  de  M.  Liouville  consistant  en  ce  qu’une  fonc- 

i-nr 

3 //J 

tion  uniforme  entière  > A„  e “ , qui  admet  la  période  a, 

ne  peut,  sans  se  réduire  à une  constante,  admettre  une  autre 
période  6,  conduit  naturellement  à recliercher  l’expression 
analytique  des  fonctions  à double  période  sous  la  forme  frac- 
tionnaire, 

inr 

im 


2 B. 


Essayons,  d’après  cela,  de  déterminer  A„  et  B«  par  la  con- 
dition 


2 A. 


2 A- 


2m  — (x-t-4) 


2 b. 


2 B- 


3 m — 


6 düsif^nanl  la  seconde  période.  Faisant,  pour  abréger, 
q = e 

il  viendra,  en  chassant  les  dénominateurs, 

2m _ 2m  — (x-f-a) 

■2m  — (x+b) 

= 2»-^  2^"^  » 


I 
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et  dans  celle  nouvelle  éf^alilé  les  cocfTiciouls  d'une  inAme 

iîT-r 

exponcnlielle  e “ devroiii  èirc  égaux.  Or  ou  reconiiall  iin- 
mcdialemenl  que  ces  coefficienls  seront  les  séries 

-+-QO  X 

W m 

— » —oc 

de  sorte  qu’en  meltanl  pour  un  instant  n au  lieu  de  m pour 
indice  dans  le  terme  général  de  la  seconde,  on  sera  conduit  a 
celle  égalité,  qui  devra  avoir  lieu  quel  que  soit  g : 

-+-X  -f-» 

— * -X 


Il  pourra  sembler  difficile  de  tirer  de  là  les  fonctions  incon- 
nues A»  et  B„  dans  toute  leur  généralité  ; aussi  nous  bornerons- 
nous  à chercher  celle  solution  qui  s’offre  d’elle-même,  et  qui 
consiste  à obtenir  l’égalité  des  séries  en  les  rendant  identiques. 
Nous  poserons  donc 


A^  — m ®ro  fl 


7w i n — n) 


cl  nous  imaginerons  que  n soit  exprimé  en  fonction  de  m,  de 
manière  que  ces  deux  quantités  puissent  représenter  en  même 
temps  1a  série  complète  des  nombres  entiers.  C’est  ce  (pi’on 
obtiendra  en  faisant 

n = m -t-  /i , 


k étant  entier, 
forme 


et  après  avoir  (‘cril  l'égalité  précédente  sous  la 


on  trouvera  ainsi 


•/A  — m 


-*) 


U — m — A fl 


Mais  devant  satisfaire  quel  que  soit  ft  à celte  condition,  on 
pourra  poser 

H — ni  — k = ni' , 
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m'  cianl  enliéroment  iiidépcndani  de  m,  ce  qui  donnera 


.am' 


d’où  l'on  voit  que  chaque  membre  est  une  quantité  constante. 
Ainsi  les  fonctions  inconnues  A.  et  B,  sont  deux  solutions  de 
cette  même  équation  aux  différences  finies 


— — = consl., 


dont  i’inlcgrale  générale  est 


-t-xm 


a dépendant  de  la  constante  du  second  membre,  et  u.  devant 
vérifier  la  condition 


'Im+t  = "m- 


Cette  quantité  « peut  être  particularisée,  comme  on  le  voit, 
sans  restreindre  la  généralité  du  résultat,  car  il  suffira  pour  la 
retrouver  de  changer  dans  la  fonction  x en  nous  la  sup- 

poserons égale  à zéro,  et  nous  prendrons  pour  A,  et  B„  les 
valeurs  suivantes  ; 


m* 

— ita,  (J  I 


m* 


les  quanlilés  a„  cl  h„  vérifiant  les  conditions 


Ainsi  en  faisant 


4>  Lr  I 


2 ""<5 


T 

* e 


Il  I .r  ) 


Qm 

e 


inx 

a 

» 
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le  quotient  — sera  l’expression  d’une  fonction  double- 
ment périodique,  donnée  par  notre  analyse,  et  il  s’agit  main- 
tenant d’étudier  de  plus  près  ces  séries  remarquables  auxquel- 
les nous  sommes  conduit  pour  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur. 

En  premier  lieu  et  relativement  à la  convergence,  si  l’on 
suppose,  comme  nous  l’avons  fait  déjà,  le  module  de  (J  inférieur 
à l’unité,  le  nombre  entier  k qui  demeure  arbitraire  devra 
évidemment  être  pris  positif;  mais  cette  condition  admise,  les 
deux  séries  considérées  comme  procédant  suivant  les  puis- 
sances quadratiques  de  q présenteront  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  la  convergence  la  plus 
rapide,  et  dont  aucun  exemple  n’avait  encore  été  donné  en 
analyse.  En  second  lieu  et  pour  saisir  de  quelle  manière  se 
réalise  la  double  périodicité  dans  le  quotient,  changeons  x en 
x->rb,  par  exemple,  dans  le  numérateur.  On  trouvera 


<^  {x-hb)  = e 


m tn . ,. 

-r  am  — (x-h6) 


ou  bien 


<I>  (a:  -t-è)  = 2)  "«q 


— +tm  am- 


en ayant  égard  à la  valeur  de  q = e ® . Mais  dans  le  terme  gé- 
néral il  est  permis  de  remplacer  m par  m — k,  puisque  l’in- 
dice doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  de  — x à -t-x  ; 
on  trouve  ainsi  et  en  faisant  , 


O [x+  h)  = 


Çîü.^Va(m_*)  a(m-A)i^ 

* -fl 


= 2"" 


, m*  iTx 

— * — — __  -r  ’iin  — 


= d e 


lie  sorte  que  la  série  primitive  ♦(.r)  se  reproduit  en  facteur. 
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Nous  écrirons  celte  relation  fondamentale  sous  la  forme 
suivante  : 

-*-(3X-+-A) 

<I>  (.r  + ft)  = <I>  (x)  c “ , 

et  en  observant  qu’elle  a été  obtenue  sans  rien  supposer  sur 
les  coefficients  arbitraires  nous  y joindrons  celle-ci  : 

— k'~  (u-r-ht) 

n(jr-hb)  = n (t)  e “ 

Par  là  se  manifeste  de  la  manière  la  plus  clairet  quoi  lient  la 
double  périodicité  du  quotient  des  deux  fonctions  (.r) 
et  II  (x).  Chacune  d'elles  admet  la  période  «,  et  lorsqu’on  y 
change  x en  x 4-  6,  elles  ne  font  qu’acquérir  un  même  facteur 
exponentiel  qui  disparaît  par  la  division  (*). 

Bientôt  on  verra  le  rôle  important  que.  joue  le  nombre  en- 
tier b qui  introduit  au  numérateur  et  au  dénominateur,  /r  con- 
stantes arbitraires  d’après  les  relations 

— flm  7 

Mïus  nous  devons  dès  à présent  remarquer  qu’il  est  impossi- 
ble de  satisfaire  aux  conditions 

4»  (:r  rt)  = «I»  (.r) , 

— A — (iJT-hi) 

4»  (x = «I»  (j:)  c " , 

par  d’autres  fonctions  rtniformes  entières,  que  par  la  série  pré- 


(•)  n.infl  le  cas  où  A csl  un  nombre  pair,  on  remarquera  la  relation  auU 
\3nl0.  Faisons 


m-h-A 


m* 

T 

4 


7m 

e 


i-ltx 

a 


fonction  qui  ne  diffère  do  ♦(■*■)  qu’en  ce  que  les  constantes  arbitraires 
sont  disposées  dans  un  autre  ordre;  on  aura 


/ A\  — + 

♦ 1 x^  4..(x)  c ■»« 
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cédente.  Qu’on  fasse  en  effet,  pour  se  placer  dans  celte  hypo- 
thèse en  vériliani  la  première  de  ces  conditions  , 

J 

2 WJ  

ou  plutôt 

ni'  i7tx 

_ -J-  >iw 

•h  '.r  = 2 i)‘  e ", 

il  viendra,  en  snbsliiiianl  dans  la  seconde  égalité  et  en  compa- 
rant les  coefjicienls  d’une  même  exponentielle,  = 
Avant  d’aller  plus  loin,  nous  nous  proposerons  dans  une  courte 
digression  de  dire  quelques  mots  d’une  généralisation  aussi 
remarquable  qu’importante  des  séries  que  nous  venons  de 
rencontrer. 

III. — Aperçu  sur  les  fondions  de  plusieurs  variables 
ù périodicité  multiple. 

Une  fonction  f(j:,,  x,,.  . . , x„)  de  n variables  peut  être  pé- 
riodique non-seulement  par  rapport  à chaque  variable  consi- 
dérée isolément,  mais  par  rapport  à leur  ensemble,  lorsqu’elle 
vérifie  une  condition  de  celte  forme 

f (x,  -t-«, , 4:,  . . . , -H  rt»)  = f (x,,  j;,, . . . , JT,). 

Sous  ce  point  de  vue  plus  général,  on  a d’abord  celle  propo- 
sition qu’une  fonction  uniforme  de  n variables  ne  peut  admet- 
tre plusde  art  périodes  simultanées  (*).  Mais  il  est  extrêmement 
remarquable  et  c’est  à M.  Ici)'  Hiemann  de  (îiHlingue  qu’on  doit 
celte  belle  découverte  analytique,  qu’à  l’égard  des  fonctions 
uniformes  ou  bien  déterminées,  les  2/1  périodes  simultanées 
ne  peuvent  être  des  quantités  données  à priori,  et  indépen- 
dantes les  unes  des  autres.  Qu’on  forme  en  effet  avec  n 
périodes  simultanées  convenablement  choisies: 

rt, , a,,. . . , rt., 

, è,, . . . , 


fil,  • . , fi», 

(')  Si  fllp  o»l  PMtiêre,  olK*  n'ou  |,pul  adineUrp  plus  du  n. 
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les  n roncUoiis  linéuires 


^9« 


\ I — «I  ar,  + />,  J",  -4-  . . . 4-  f'i  .v„ , 

\,  = rt,  X,  4-  Ih  .r,  4-  -r„ , 

X,  = a.  X,  4-  a-,  4- . X,. 

En  posant 

f(Xij  Xjï*  -I  X,i]  EfXi,  Xjj-.f  <^11)1 

on  aura  une  fonction  transformée  simplement  périodique  par 
rapport  à chaque  variable,  mais  qui  conservera  n autres  pério- 
des simultanées,  et  c’est  à leur  égard  que  se  manifeste  dans 
toute  sa  simplicité  la  relation  que  nous  voulons  énoncer. 
Heprésentons-les  par 


Al , A, , . . . , A, , 
Bi,  B,...,  B., 


(ji.  G,,. . . , G». 

La  proposition  de  M.  Bicmann  consiste  en  ce  que  les  termes 
(le  cctiihlcao  qui  sont  placés  symétriquement  par  rapport  à la 
diagonale  A,,  B„ . . . , G„,  sont  égaux  entre  eux,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  en  ce  que  les  fonctions  linéaires 

A 1 X,  4"  A , x*2  4- ...  4"  A « X*  , 

B,  X,  4-  B,  X,  4- . . . -t-  B„  X. , 


G,  X,  4-  G,Xj  4- . . -t-  G.X. , 

sont  les  dérivées  partielles  d’une  même  forme  quadratique  à « 
indéterminées. 

Voici  maintenant  la  généralisation  des  séries  relatives  aux 
fonctions  à double  période,  et  qui  donnent  l’expression  ana- 
lytique des  fonctions  analogues  à n variables  et  an  périodes 
simultanées. 

Représentons  la  forme  quadratique  dont  il  vient  d’être  ques- 
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lion  par  x,,. . x,)  cl  posons 


■ ,X, 


)=2"" 


e * 


le  signe  ^ s’éiendanl  à loules  les  valeurs  enlicres  de  — oo 

à -i-QO  des  n indices  wi,,  m„,  el  le  coefficienl  con- 

siani  flm,,  m,, . ■ . , m.  élaiii  assiijelti  à la  condilion  de  reprendre 
la  même  valeur  lorsqu’on  augmenie  du  nombre  enlier  k l’un 
quelconque  des  indices.  Celle  fonclion  esl  évidemmenl 
périodique  à l’égard  de  chacune  des  variables  considérée  sépa- 
rémeni,  el  voici  la  propriélé  fondamcnlalc  qui  la  rallache  aux 
séries  ellipliqucs. 

Désignons  par  a,,  a„. . a„,  n nombres  enliers  arbitraires, 
on  aura 


(I  d s. 


» I do 

2 da. 


> X,  + 


' 

? da,  J 


(X|,  X,,  • . . , X, 


— ii7r[aa,x,  + ao,  «„.•  )] 


Celle  rclalion  ne  conlcnani  pas  les  conslanles  «m,,  m 

une  aulre  série  n (x„  x„. . .,x.),  où  ces  conslanles  auront 
des  déterminations  différentes,  donnera  de  même 


"( 


1 d<f 

X,  -H  - -7-^  1 

2 da, 


X. -t-- 


dtf 

1.  da' 


X. - 


» 

2 daj 


= 11  (x,,  x„.-  x„)e 


Il  en  résulte  que  le  quotient 


<t>  (x,,  x„. 


représentera 


n (xi,  X,,. . »,  X*) 
une  fonclion  de  n variables  à 2n  périodes,  n d’enlre  elles  éga- 
les à l’unité  Cl  appartenant  séparément  à chaque  variable,  les  n 


autres  étant  les  termes  du  tableau  dont  on  a déduit  la  forme 
quadratique  ? (x,,  x,,...,  x„).  Elles  résultent  effectivement  des 
égalités  précédentes,  en  y supposant  successivement  nuis,  sauf 
un  seul  qu’on  prendra  égal  à l’unité,  les  nombres  entiers 
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a,,a„. . II,.  Nous  voyons  aussi  figurer  dans  les  séries  un  en- 
tier k dont  dépend  le  nombre  des  constantes  arbitraires  qu'el- 
les renferment;  or  ce  nombre  sera  limité  et  fini,  lorsque  la 
condition  suivante,  dont  la  découverte  appartient  encore  à 
M.  Ricmann,  sera  remplie. 

Soit 

p„  pi,  .,  p„ 


un  système  de  n’  constantes  arbitraires,  il  sera  nécessaire  et 
suffisant  que  les  fonctions 

f(x, x,+pu-  x.+p„], 

f(.r, x,-i-<], x,  + i],). 


f(ar, -+-i,,  X, -HJ,,...,  ar, -HJ»), 

égalées  à zéro  ou  à l’infini,  n'admettent  qu’un  nombre  fini  et 
limité  de  solutions  qu’on  ne  puisse  réduire  les  unes  aux  au- 
tres en  ayant  égard  aux  périodes. 

C’estàGôpel  et  à M.  Rosenhaim  qu’est  due  la  première  no- 
tion des  séries  dont  nous  venons  de  parler,  et  leur  application 
dans  le  cas  de  deux  variables,  à l’expression  des  fonctions  in- 
verses des  intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  du  cin- 
quième ou  du  sixième  degré.  M.  Weierstrass,  dépassant  de 
beaucoup  les  résultats  obtenus  par  ces  deux  illustres  analys- 
tes, résolut  dans  toute  sa  généralité  à l’aide  des  mêmes  séries 
le  problème  de  l’inversion  des  intégrales  de  radicaux  carrés  do 
polynômes  de  degré  quelconque.  Après  lui,  en  suivant  une 
voie  toute  différente,  M.  Ricmann  parvint  aux  mômes  résul- 
tats, et  c’est  dans  le  champ  plus  vaste  encore  des  transcen- 
dantes à différentielles  algébri(iues  (|uelcon()ues  que  ces  deux 
grands  géomètres  se  rencontrèrent  en  obtenant  en  même 
temps  la  solution  du  problème  si  général  de  l’inversion  îles  in- 
tégrales de  fonctions  algébriques  quelcoiuiues,  l’une  des  plus 
G'éd.ii.  .,(3 
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belles  et  des  plus  inipoiTantes  i|uc.siiuns  qui  sc  soieiu  jamais 
ofleiTcs  en  analyse. 

IV.  — ('omparaison  entre  tes  expressions  sons  forme  tte 
prot/nils  infinis  et  de  st'ries  des  foiietions  » et  H. 

Nous  venons,  dans  un  rapide  aperçu,  de  montrer  le  lien  et 
l’analof,'ie  des  séries  qui  donnent  l’expression  des  fonctions 
doublement  périodiques  à une  seule  variable,  et  de  celles  qui 
conduisent  aux  transcendantes  abéliennes  les  plus  generales. 
Maisle  cas  le  plus  simple  dont  nous  allons  nous  occuper  exclu- 
sivement est  le  seul  où  ait  lieu  une  décomposition  en  fac- 
teurs que  ne  comportent  aucunement  les  cas  plus  généraux  où 
les  séries  renferment  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  va- 
I iables.  Le  rapprochement  de  ces  deux  genres  d’expressions  se 
présente  de  lui-même,  et  résulte  de  ces  relations  qui  ont  été 
précédemment  données  et  que  nous  réunissons  ici  : 

f)(Æ--4-2K)  = c-»  (jr)  e (x 2 / K')  = — 0 (or)  « , 

H(r-)-aK)=  — l!(.r)  H(a:-t-2i'K')  = — ll(x)c 

— ^ (-r-t-iK.') 

0,(xh-2K)  =0,  (.rj  0,(x  +-?./K')=0,(x) 

H,(ar-t-2K)=— ll,(.r)  H.(x-t-2iK')  = Il,(.r)c 
Comme  on  a évidemment 

0(j:-r-4K)  = 0(.r),  H (x-+-4K)  = H(or), 

on  voit  que  les  fonctions  0 (jc)  et  H (ar)  satisfont  toutes  deux 
à ces  conditions . 

<!'  (ar  -t-  41^)  ' 

(a--h  2i  lx'j  = — 4>  (ar)  e , 
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et  les  fonctions  0,  (ar)  et  11,  (x)  à celles-ci  pour  une  raison 
semblable, 

i>  (x  -i-4i^)  = (■*■). 

■I’ (x -4- 9.iK')  = '1<  (x)  e * 

Mais  ce  sont  précisément  celles  que  vérilie  l’expression  gé- 
nérale 

ITTX 

--  a//i  — 

= 2"'"  ^ 


lorsqu’cn  supposant  le  nombre  k égal  à 3 , on  prend  pour 
périodes  : 

n^4K, 

h = 7.iK’. 


Les  constantes  a.  se  réduisent  alors  à deux,  a,  et  et 
comme  elles  suffisent,  ainsi  que  nous  l'avons  établi,  à repré- 
senter la  solution  de  ces  équations  la  plus  générale  par  des 
fonctions  entières,  en  leur  attribuant  des  valeurs  convenables, 
les  fonctions  0,  (x)  et  H,  (x)  seront  données  par  la  série 


-r  X,  _ îTtr 


— oc 


-+-GC 
— CO 


(■jin-i-  r) 

i' 


(’ette  détermination  résulte  d’ailleurs  immédiatement  des  con- 
ditions 

0,  (x-l-  2 K)  = 0,  (x), 

11,  fx-i-3K)=~II,(x': 

on  remarque  en  effet  que  les  séries  qui  multiplient  a,  et  n, 

2Ü. 
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vérifient  resiierlivemeni  la  première  cl  la  seconde,  de  sorte 
qu'on  aura 

-+-OC 

/ V ^ ni*  2m 

ci&,(x)  = ^ q e K ^ 


?n.{x}  = 2, 


(im-i-i)’  , 


<]• 


en  désignant  par  a et  p des  quantités  constantes.  Si  l’on  rem- 
place les  exponentielles  par  les  lignes  trigonomélriqucs,  et  la 
2 K.  ^ 

variable  x par  — — » on  obtiendra  ces  développements  re- 
marquables 
/2Kx\ 

a Bi  I ^ 1 = I -t-2^COSaX  + 2 7‘COS4j^-|-2?’COS6x-f-.  • , 

P II,  ^^^^^=2  vi/cosx-i-2Î/7'cos3x4-2v/^”cos5.t4-  .... 

En  y remplaçant  .r  par  x -4-  on  en  déduira 
aH  = • — 2ÇfC0S2X-t-2(/‘ COS4x  — 2Ç’C0s6x-t-.  . 

P II  ^ =2  v'7sinx—  2v  (j’sin  3x  2v'ç”sin5x  — . . . . 

D’ailleurs  en  ayant  égard  à la  relation 

- ^ (a.r4-iK') 

0,(x-hlK')  = n,(x)c  '1'^ 


onirouveraque  les  deux  conslantcsa  et  psonl  égales  entreclles. 
Voici  donc  entre  les  séries  et  les  produits  infinis  des  relations 
d’identité  extrêmement  dignes  d’intérêt,  et  aux(|uclles  bien 
il’autres  méthodes  pourraient  conduire.  Jacohi,  le  premier  au- 
teur de  leur  découverte,  et  M.  (Cauchy,  en  ont  donné  plusieurs 
(jiii  sont  tout  à fait  élémenuires,  mais  c’est  surtout  la  suivante 
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qui  appartient  à M.  Caucliy,  et  présente  ce  caractère  ainsi 
qu’on  va  le  voir. 

Considérons  avec  l’illustre  géomètre  le  polynôme  entier 
et  Uni 

ip  (a)  = (1-1-2)  (|-)_çz) 

= > “i~  Al  2 A,2’  -4- . . . -I-  A,  J". 

La  relation  identique 
donne  cette  suite  d’égalités  ; 


1 — 7", 

A.(i  — 7*)  = A,  (7— 7»), 
A,(i  — 7>)  = A,  (7»— 7-), 


d’où  on  déduit  immédiatement 


A — 0^=*  — 7’’)  (1  — 7'—)-[»  — 

^ (.-7)(>-'/’)-(>-7') 

Cela  posé,  nommons  pour  un  instant  ♦ (2)  ce  que  devient  ^(2) 

en  y remplaçant  7 par  7’,  n par  an  et  2 par  Si  l’on  fait 

ç7U  t 

<I>(2)  = I -(-  a,2  -l-a,  2’-i-. . .-t-a„2". 


on  trouvera  aisément  a/  au  moyen  de  A„  et  en  introdui- 
sant n-t- 1 pour  indice,  on  aura  cette  expression 


( I — 7«»  ) ( I - 7«-») 7t.-..H-.] 

('— 7’)('  — 7*)  — ('  — 7’"^”) 


Le  nombre  entier  1 doit  être  regardé  comme  recevant  toutes 
les  valeurs  de  — « à -t-  n,  mais  on  peut  se  borner  par  exemple 
aux  valeurs  positives,  car  on  vérifle  sans  peine  la  relation 


f — — dn'f  I » 
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il  en  résulte  pour  <l>  (i)  celle  forme 

^ ‘ï*  ( * ) = 3"  -f*  a«-n  ( 3"“'  -f-  ) 

+ a.+,(s’-*+ 2"+’) 


• H"  Oîn  ( •“!”  2’")  ) 

ou  encore 


Mais  revenons  à la  valeur  de  *(a)  sous  forme  de  produit,  et 
observons  d’abord  qu’en  remplaçant  q par  q'  et  n par  an  dans 
f{z),  il  vient 


(i4-3)(i4-ç’z)  ( H-ç*2). . .(n-ç‘"-’s) 
z=[{i  + z)(t-\-q'z)...{i+q'"z]][{i+q^’^’z){i+q'^z)...{i-hq'—'z)]. 


de  sorte  qu’en  mettant  en  dernier  lieu  — — - au  lieu  de  z , on 

T Ç7»— 1 


trouvera 


X [('-t-</3;  (i  + ç‘2).- 


Or  on  peut  écrire  autrement  les  facteurs  du  premier  produit, 
en  remarquant  que 


I 

cela  donne  pour  t {z]  celle  nouvelle  valeur 


'!■  2 


'+'/-)  ('-1- V'“)-  • • (i-t- 
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Telle  esl  la  furine  définilive  du  produit  de  facteurs  dont  nous 
avons  le  développement  suivant  les  puissances  de  5.  En  faisant, 
pour  abréger, 


e’est-à-dire 

« _ (<  — g**)  ('— — y'*-') 

^ ('-'D 

_ — >1^) 

' (i  — (i  — , I — ' 

l’identité  algébrique  que  nous  venons  d’obtenir  s'écrira  ainsi  ; 

{i+q^z)  . . . (i-h,i‘-'z) 
=z3i.[t-h<x,q{z-+-z-‘]-i-a..q'  (^s'+2-')  +. . .H- 
et  par  suite,  en  faisant  z = «•'*  , 

{ I +9.^  cos  2X+ ^’)  ( I + 2(y’  cos  2x  . . ( 1 +2^’"“'  cos  •ix+q'"-'‘‘) 

= 5U(<  + 2a,^cos2j;-f-  2ai<7‘cos4a^-f-. . . -t-  2a„</*’cos2nj;). 

Or  on  a pour  n inTini 

q * 

(*—<■/')  ('— 7‘)  ('  — 7*)-"’ 

a,  = I , 

et  l'identité  algébrique  fournit  l’importante  propriété  de  la 
transcendante  0i  (x),  exprimée  par  la  relation 

( I + 2^  cos  2JT -t- ^' )(  I -+- 2^^  cos  2x +'/“)(  I + 2^‘ cos  2,r -t- , 
1 + 2 ly  cos  ix  -\-iq'  cos  4^  + 27'’  cosfix  + . . . 

Ce  résultat  nous  conduit  à préciser  complètement  la  défini- 
tion première  que  nous  avons  donnée  des  quatre  fonctions 
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0(a-),  II  (x),  0.  (.r).  II,  (,r),  en  les  représontani  par  un  produit 
de  facteurs  affecté  d’un  coefficient  A resté  justpi’ici  arbitraire. 
Nous  ferons  désormais 

■'  = ('— 7’)  9")  ('-<?')•••. 

et  nous  aurons  de  la  sorte 
/ 2 K X \ 

®i  I ^ ~ 2ç  cos  2x  -f-  2-7*  cos  4 -t-  2 (/"  cos6x-t-. . . . 

En  partant  de  là  et  à l’aide  de  la  relation 

0,  (x-t-/k')=:li,(x)c 
on  aura  ensuite , 


l/(jcoax  -H  2 v^(/'’cos3x  -t-  t v V“cos5x  -t-  . 


et  ces  deux  formules,  en  y changeant  x en  J'-t-  donneront 

(fKx\  , _ 

H ( I = I — 2. <7  COS  2.x  4-  2</‘cos  4^  — 2fy’  cosbx  -f-  . . . . 

Il  ( — — \ = I]  sin  X — 2 Vf/’  sin  3x+  2 v^</’‘sin5x  — .... 

Telles  sont  sous  les  formes  de  produits  infinis  et  de  série  les 
transcendantes  dont  nous  allons  établir  les  propriétés. 


Des  deux  formes  principales  qne  peuvent  prendre  parmi  nnc 
infinité  d’autres  les  fonctions  0,  H,  etc. 

Ce  point  touche  à la  plus  belle  partie  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  à la  théorie  delà  transformation, que  les  bor- 
nes de  cette  Note  ne  nous  permettimt  point  d’aborder.  Mais 
indépcuidamment  de  leur  intérêt  propre,  les  formules  que 
nous  allons  établir  et  (]ui  donnent  cette  transformation  spé- 
ciale des  fonctions  0,  11,  etc.,  où  l’on  remplace  l’une  par  l’au- 
tre les  quantités  K et /K',  nous  seront  indispensables  plus  tard, 
et  nous  devons  d’autant  moins  les  omettre  qu’il  est  exuème- 
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ment  facile  d’y  parvenir,  comme  on  va  voir.  D’ailleurs  on  sera 
mis  ainsi  sur  la  voie  de  la  recherche  analogue  et  plus  géné- 
rale, où  l’on  remplace  K et  »K' par  m K -t-  m'iK',  nK  n'iK', 
m,  m',  n,  n'  désignant  des  nombres  entiers,  et  qui  conslituc 
le  sujet  même  de  la  théorie  de  la  transformation.  Dans  le  cas 
où  mn'  —m'n  = i,  on  est  amené  à ce  que  Jacobi  nomme  la 
théorie  des  formes  en  nombre  infini  des  fonctions  0,  H,  etc.; 
mais  parmi  toutes  ces  formes,  ce  sont  celles  que  nous  allons 
établir  et  dont  nous  aurons  à faire  usage,  qui  méritent  d’être 
particulièrement  distinguées.  Dosons 


Il  J-  ' 

TtJC* 

rj  (or)  = (x),  ■ 

TJ* 

0,  (t)  (.t), 

TJ* 

on  verra  immédiatement  correspondre  aux  relations  fonda-  . 
mentales  propres  aux  fonctions  «,  H,  0,,  II,,  à savoir: 


{!>]  l 


0 (x  -t-K)  =0,  (x), 

II  (x  + K)  (x), 

|0,  (x  + K)  = 0(x), 

H,(x  + K)  = — H(x), 

H (x-H/K')  = ni(x)  c , 

H (x+ fK')  = /0(x)  e , 

0,  (x  + /K')  = 11,  (x)  e , 

U,(x  + (K')  = 0,  (x)c  , 
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D (x  4-  /K')  =:  in  (.r), 

^ (jr  -f-  /K')  = fO  (.r), 
j 0,{x-h  cK')  = »i,  (.r), 

' n,  {x  -h  J K')  = 0,  {xJ, 

K) 

6 (;c  -t-  K)  = 0,  (x)  c 
n (jr  -c-  K)  = n,  (.c)  c'*^  , 

7^,  (a  JC -t- K) 

0,(jr  + K)  = 0(x)e'‘^ 

\ n,  (x -t- K)  = — 71  (x)  c'*' 


(’cla  posé,  remplaçons  les  équations  («)  par  les  suivantes, 
(jui  évidemment  leur  sont  équivalentes  : 

« (x  — K)  = 0,  [x) , 

H (a:--K)  =-Il,(.i), 

0,  (jr  — K)  = 0 (x) , 

H.  (a:-K)  = H(jt). 

Alors  en  comparant  les  équations  [a')  et  {b)  aux  équations 
(c)  et  (t/),  on  remarque  que  le  second  système  de  relations 
coïncide  avec  le  premier  lorsqu’on  y remplace  d’une  part 


respectivement  par 

K et 

iK' 

et  de  l’autre. 

iK'  et 

-K, 

0 (ar), 

par 

7)  (jc),  e, 

(ar),  U. 

H.  (x). 

}H(ar), 

(^')7 

Les  nouvelles  fonctions  que  nous  avons  introduites  se  trou- 
vent ainsi  ramenées  aux  anciennes,  cl  si  l'on  remarque  que  par 
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le  changement  de  K en  / K',  et  de  <K'  en  — K la  quantité 

(j  = e devient  q,—  n , on  aura  en  conclusion  les 
expressions  suivantes,  où  M et  N désignent  deux  facteurs 
constants  ; 


0 ^ = M .2  V'/.  COSÆ-  ( 1 -4-  cos  22:  q\ ) 

(i  + 2^i  cos 22:  -+-</!  )(i  + ^<7Î  eos  22:  4-  . ). 

= M.a  v^o  siii2:(i  — -îq\  eos22-  4-  q\ ) 

(I  — 2(/:  cos  22:  + ql){t  — f-q‘,  C9S9.X q',‘) 

0 _ M .(1  4-  y.q,  C0S2X  4-  q\ ) 

(i  4-  2</J  C0S2X  4-  (/î)  (1  4-  2^;  COS2X4-9i*),  • 

')  = M(i  — iq.  cos 2X4-1/;) 

(1  — 7.q\  cos 2X4-  '/ÎH'  — 2^1  cos 2x4-  q',*) 

0 = N (2  v^, cosx  -4-  2 V g;  cob  3x 

+ i \ q\'  cüs5x4-.  . .), 

= > ^2 y <y,  sin X — 2 \!q\  sin  3x 

4-  2 sinSx — 

0,  j = N{i  4-  2(/,cos2x4-  2çJ  cos4-r 

4-  2^;  cos6x  4- . . .). 

=N  (i  — 2ç,cos2.T  4-  21/;  cos4i»^ 

— 2</;  cosfi.r  -t- . . . ). 
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Le  principal  inlérêldc  la  seconde  forme  analytique  qui  nous 
est  ainsi  donnée  par  les  quantités  0 [x),  n (x),  etc.,  consiste 

2 K JT 

en  ce  que  l’on  introduit,  au  lieu  de  — l’argument  imagi- 
naire En  supposant  K et  K'  réels,  on  a donc  sous 

forme  réelle  et  l’on  peut  suivre  la  marche  des  fonctions,  que 
l’argument  soit  lui-même  réel  ou  multiplié  par  V—  ' : bientôt 
on  en  verra  une  application. 


Propriétés  fondamentales  des  fonctions  b et  H;  définition 
de  sinarar,  cosam^c,  damx. 

En  employant  dans’  ce  qui  précède  la  considération  de  la 
fonction 


pour  le  cas  Je  /r  = a,  nous  avons  supposé 

« = 4K, 

A = 2|K'. 


Désormais  nous  garderons  pour  périodes  ces  deux  quantités, 
et  nous  ferons  par  suite 


(X 


= 2^' 


J)  e 


a K 


avec  la  condition 


(im-t-k f 


ce  qui  donnera,  comme  nous  l’avons  établi,  la  manière  la  plus 
générale  de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  uniformes  aux 
deux  conditions 

i'l>(x  -h  4K)  = <t>  (x), 

Af  T 

- (r+iK') 

•2' (x  + 3/ K')  = '1' (.»•)  C' 
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Celte  solution  générale  renfermera  donc  pour  /c  = 4 pî'r  exem- 
ple quatre  constantes  arbitraires,  que  l'on  mettra  en  évidence 
en  distinguant  ces  quatre  formes  de  l’indice  m,  m =4'*>  4" 

4n  H-  2,  4«  4-  3,  ce  qui  donnera  : 


(a:)  = ff.  2 9 


2n’  an- 


(4"-+-')’ 

-+-0,  **  e 

(an-t-l)’  , ,i:tx 
-^a,^q  ^ e 

ou  bien,  pour  abréger, 

♦ (x)  = fl,*,  (jt) ■+■  a,  ‘l’i  (x)  + fl,*, (a:)  -I-  fl,  *, (.r). 

Par  là  on  voit  que  dans  le  cas  où 

* (,r  + aK  ) = * (x), 

la  solution  est  représentée  par 

*(a:)  = fl,*,  (i-)  4-a,*,  (x), 


cl  ne  contient  plus  que  deux  constantes. 

De  même  en  supposant 

*(ar-(-2K)  = — * (^), 

on  aura  avec  deux  constantes  arbitraires  seulement 
* (x)  = fl,  *,  (x)  + fl,*,  (x). 

Ainsi  nous  avons  la  manière  la  plus  générale  de  vérifier  ces 
deux  systèmes  de  conditions,  savoir  : 


* (x  4-  aK  ) =*  (x), 

I.  . 

* (x4- aïK')  = * (x)  '' 

i*  (x  4-  2 K)  = — * (x), 

* (x  4-  a. /K')  = * (x)  6' 
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Cela  clabli,  nous  remarquons  qu’en  élevant  au  carré  lesdeux 
membres  des  diverses  équations  fondamentales  de  la  page  394, 
les  résultats  sont  précisément  de  la  forme  du  premier  de  ces 
deux  systèmes.  Nous  en  tirons  cette  conséquence,  qu’en  dési- 
gnant par  a,  b,  etc.,  des  constantes,  on  aura 

0’  (j,-)  = «<!',  [x)  -4-  h 
H[(x)  = c<l‘,(ar) 

et  en  changeant  a:  en  x -1-  K , 

0;  [x)  =a<l',{x) —h<l<,[x), 

II;  (,r)  =c  <I>,  (.Z-)  — f/'l',  (.r). 

Cn  second  lieu,  si  l’on  luultipiie  membre  à membre,  soit  les 
deux  premières,  soit  les  deux  dernières  de  ces  mêmes  équa- 
tions, c’est  à la  forme  du  second  système  qu’on  se  trouve 
amené,  par  suite  on  a 

0 (a:)  Il  (x)  = \ <I>,  (x)  4-  B >l>,  (x), 

A et  B désignant  de  nouvelles  constantes,  et  cette  relation 
donne,  en  y changeant  x en  x 4-  K,  la  suivante  : 

0,  (x)  H,  (x)  = / A •!',  (x)  — I Bf,  (x). 

De  là  se  tirent  parmi  bien  d’autres  consé(iuences(‘),  les  rela- 
tions algébriques  et  différentielles  de  nos  fonctions. 

I.  _ Helations  nlgébridues.  — Üu  module  el  de  son 
complément. 

Deux  équations  linéaires  entre  les  carrés  0’,  U',  ej,  UJ,  ré- 
sultent évidemment  des  expressions  de  ces  quantités  par  <t>,  (x) 
et  ‘1’,  (.t  j.  F/une  d’elles  poura  être  présentée  sous  la  forme 

0’  X = a IP  (x)  -t- x’ llf  (xj, 

a.  et  a'  désignant  des  constantes  que  nous  allons  déterminer. 
Pour  cela  faisons  ces  deux  liypotbèses  x = o et  .r=R; 


(*}  NoUinimeni  la  iraiisforniaücm  Uu  seconJ  ordre. 
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comme  on  a,  d’après  les  formules  de  la  page  384,  H (o)  = 

H,  (K)  = O,  il  viendra 


- îîLÜL) 

- H>(K)’ 


Mais  on  introduit  au  lieu  de  a et  a'  les  r|iiaiitités  suivantes  : 


<‘t  comme  la  relation 


/.  = 


/,'  = 


IP(K) 

c-e  (Kj  ’ 

^(o) 

e^K)’ 


flonne 


on  aura 


d’où 


H (x4-K)  = H,  (.r) 


H{K)=H,  (o), 


J,' 


A-0’(.r)  = H’(^)  + /l'H*,  (x). 


('cite  première  relation  obtenue,  la  secon<lc  en  résulte  en  y 
changeant  x en  si  l’on  emploie  à cet  effet  les  for- 

mules données  p,  384,  *1  viendra,  en  supprimant  le  facteur  ex- 
ponentiel, 

— /.  = — [x], 

ou  bien 

&'{x)  — klV{x)-h/,'e]  (x). 

Ces  deux  équations  représentent  d’ailleurs  toutes  les  relations 
algébriques  possibles  erttre  nos  quatre  fonetions;  elles  con- 
duisent à la  notion  des  quantités  (pie  nous  avons  désignées 
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par  k ei  A',  et  dont  les  racines  carrées  s’expriment  en  série 
de  cette  manière: 

n _ Il  (K)  _ a y/ <7  4-  a y 4-  a + 2 \Jq'^ -t-  ■ ■ ■ 

(K)  \ +7.q  + iq' +io.ij  + 7.q" + . . . ’ 

' JT'  — (°)  _ ■ — a^  4 2</*  — a^»  4-  aç'«  — , , . 

''  ' “ 0(K)  “ I 4-  a^  -t-  2 7‘4-  2^"  -+-  29'“  4-. . 

La  première,  k,  s’appelle  le  module  de  e (jt),  H (a:),  a,  (ar), 
U,  (a:),  et  la  seconde,  k',  le  complément  du  module.  Consi- 
dérées par  rapport  à q,  ou  plutôt  en  faisant 

»:T6i 

q = e . 

par  rapport  à la  variable  w,  ces  quantités  constituent  un  genre 
de  fonctions  analytiques  entièrement  nouvelles  et  de  la  plus 
haute  importance  parmi  les  fonctions  d’une  seule  variable. 
C’est  principalement  en  algèbre,  dans  la  théorie  des  équations,  1 
et  en  arithmétique,  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  à 
deux  indéterminées,  que  la  considération  de  ces  fonctions  a 
suggéré  d’elle-mème  des  points  de  vue  tout  nouveaux  et 
ouvert  des  voies  fécondes,  où  ont  été  obtenus  les  plus  inté- 
ressants résultats.  Les  bornes  de  celte  Note  ne  nous  permet- 
tent pas  d’entrer  dans  ce  champ  déjà  si  étendu  de  belles 
recherches,  mais  ce  que  nous  dirons  à l’égard  des  fonc- 
tions 0,  H,  etc.,  servira  de  préparation  suffisante  pour  lire  les 
Mémoires  spéciaux  qui  y sont  consacrés.  C’est  de  ces  fonctions 
en  effet,  étudiées  à la  fois  par  rapport  à a?  et  w,  que  découle 
tout  ce  qui  concerne  k et  A'  qui  contiennent  seulement  6>,  et 
il  ne  semble  pas  possible,  dans  l’état  actuel  de  nos  connais- 
sances en  analyse,  d’arriver  à toutes  leurs  propriétés  en  par- 
lant uniquement  de  leur  définition  comme  quotient  des  séries 
données  précédemment  (*). 

(*)  Poii»M>n  et  M.  Cauchy  &ont  arrivée,  par  deux  méthodes  différentes,  & cette 
identité  : 

( IITTW  Q»:Tûa  \ 

V — H-'ic  -4-ic  -h...;, 

(ITT  ,<ir  ITT  \ 

—4—  —9—  ) 

I -*•  if  ^ -t-  IC  ^ -T  if  ^ -t~.  .y, 

tpii  conduit  u ttc»  pi’«4>ncU’!>  foudamcnlaleâ  dob  module!»  cun»idi.rc9  coiiimo 
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On  SC  rendra  compte,  jusqu’à  un  certain  point,  de  cette  dif- 
ficulté, en  observant  que  /r  et  A'  n’existent  comme  fonctions 
de  01  qu’autant  qu’en  supposant  cette  variable  imaginaire  et  de 
la  forme 

01  = a -)-  / P , 

P est  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif.  Ce  sont  donc 
véritablement  des  parties  de  fonctions,  qui  dès  lors  échappent 
à beaucoup  des  méthodes  les  plus  habituellement  employées. 
Ainsi  il  n’existe  pas  pour  k et  A'  de  développement  suivant  les 
puissances  de  u , et  si  l’on  fait  w = w,  -t-  h pour  pouvoir  em- 
ployer la  série  de  Taylor,  voici  encore  les  circonstances  parti- 
culières qui  viennent  s’offrir.  Les  quantités  k et  A'  sont  déter- 
minables par  la  résolution  d’une  équation  numérique,  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  w,  telles  que 

Wo  “ 7\ ’ 


A,  B,  C étant  entiers,  et  B essentiellement  positif;  mais  si 
l’emploi  de  ces  valeurs  initiales,  en  faisant  u = w,  -t-  A,  donne 
pour  premier  terme  des  séries  une  simple  irrationnelle  numé- 
rique, les  termes  suivants  sont  nécessairement  des  transcen- 
dantes. Ainsi  par  exemple,  pour  0,=  /,  on  aura  k=-^t 

Va 

h' = -Xli  et  en  prenant  n = i+h,  ce  sera  l’intégrale 

Va 


> qui  entrera  dans  tous  les  coefllcients  des  déve- 

Vi  — ar* 


loppements  de  k et  k',  suivant  les  puissances  croissantes  de  h. 
On  voit  par  là  combien  on  est  éloigné  des  séries  qui  définissent 
les  transcendantes  simples,  où  les  coefficients  sont  toujours 
commensurables.  Mais  sans  nous  étendre  plus  longuement  là- 
dessus,  et  pour  revenir  à ce  qui  concerne  notre  sujet,  nous 


fonction  de  u.  Mais  il  n'est  possible  de  tirer  de  là  que  la  traiisfurmalioii  pour  le 
premier  ordre,  et  aucune  autro  voie  pour  parvenir  au\  étiuations  modulaires  no 
s'est  encore  offerte  que  celle  qui  a etc  donnée  par  les  fondateurs  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

6*^  éd.  II. 
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allons  juslilîcr  les  dénominaiions  de  module  et  de  son  com- 
plémenl,  données  à h ei  //,  en  démontrant  cette  égalité 

Les  deux  relations  que  nous  avons  obtenues  sont 

I h 0'(x)  = IP(r)  4-  /,'U;  (.r), 

I (x)  = /r  II' (x)  4- A' ej  (.r). 

Faisons  dans  la  seconde  x = K,  après  avoir  divise  les  deux 
membres  par  a’  (x),  en  remarquant  qu’on  a 

6,  (x  4-  K)  = O (x), 

et  par  suite 

0,{K)  = 0(o), 

on  trouvera  précisément  l’égalité  qu’il  fallait  démontrer. 

Il  en  résulte  celte  relation  entre  les  séries  inlinies, 


( •>.  s q 4-  ?.  V 7"  4-  2 J 7"  4-  2 V q'*  4-  • . )' 
4-  (i—  27  4-  27'  — 27’  4-  -iq"  — . . .)• 

= (14-  27  -h  27’  4-  27»  4-  27"  4-.  . .)*, 


qu’il  est  extrêmement  facile  d’établir  directement  à l’aide  des 
propositions  arithmétiques  connues  sur  la  décomposition  des 
nombres  entiers  en  quatre  carrés.  Mais  laissant  encore  de  côté 
ces  questions,  nous  allons  compléter  ce  qui  concerne  la  défi- 
nition mètne  de  A et //  dont  nous  avons  obtenu  les  racines 
carrées  comme  fonctions  uniformes  et  bien  déterminées  de  «. 
Jacobi  a fait  voir  que  les  racines  quatrièmes  possèdent  la  même 
propriété  en  donnant  les  formules  remarquables  que  nous 
réunissons  ici  : 


•'T  r~  ‘ ~ 
V A =\'2V  7 

= V^2  î 7 


=r  V2  V 7 

r~  « — 
=n  V7 


1 — 7'  — 7*  4-  7'*  4-  • ■ . 

1 4-  7 _ 7>  _ 7»  _ ... 

I 4-  7'4-  7‘  4-  7"  4-. . . 
t 4-  7 4-  7'  4-  7'-  4- . . . 

I — 7 — 7*  -H  7*  4-  • . 
I — 27’  4-  27"  — 27"  4-. 

I 4-  7 4-  7'  4-  7'  -I-  . . . 


1 

2 

3 

4 
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Les  lois  (le  ces  séries  sont  données  par  ces  formules 

4*1 

où  le 

signe  2 s’étend  à toutes  les  valeurs  de  l’indice  n de 

— X 

à 4-ao  , savoir  ; 

_ 2] 

2(-‘)  " 7 ^ 

1 

y 

27’”*" 

Ü 

= v/^C'v^- 

3 

2 «’■**” 
2^’ 

h 

En  second  lieu,  et  pour  le  complément  du  module,  on  a 

■ 

•,p  i-V-7'  + 7‘  + 7’— • • ■ 

’ * ' -t-  7 — 7’  — 7‘  “ 7’  — ••• 

1 

1 — 7 — 7’  -f  7‘  + 7"-(-  . . 

~ 1 -t-  7 -t-  7’  + 7 -h  7"'  . 

•2 

1 — 2 7 7'  — 2 7'‘  4-  2 7"  — . . . 

1 2 7’  4-  2 7*  — 2 7"  -H  7. 7'*  — ... 

3 

1 — 27' 4-  2 7*  — 27'*  4-  27'’ — ... 
I 4- 2. 7 4- 2. 7' 4- 2 7 ' 4-  2. 7'‘4- . • ■ 

k 
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ou  en  niellant  en  évidence  les  termes  généraux 


3 11’  -t-n 

* , / 1 - - — 

' * n*-*-n  3n*-t-n 


2 


3 


29"’ 

La  quantilc  ÿ'H'  qui  joue  aussi  un  rôle  important  est  donnée 
par  Icdéveloppcmenl  de  forme  semblable  aux  précédcnls: 


;//,A'  = v^  \/(] 


29^’ 


II.  — Définition  </e  sin  am  (æ-),  cosam(x],  Aamr. 
(•filiations  différentielles. 


Posons 


v'A  « (^) 

. /rn.(x 

“ V © 1^) 

IT'  ©'  (•*■) 
H(.r) 
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I.es  relations  algébriques  obtenues  précédemment  et  qui  sont 
homogènes  par  rapport  aux  quatre  fonctions  donneront  : 

e’  = I , 

A ’ -4-  <e’  = I . 

La  première  conduit  à représenter  u par  un  sinus,  v par  un 
cosinus;  c’est  ce  qu’a  fait  Jacobi,  et  en  adoptant  les  notations 
de  l’illustre  géomètre,  nous  poserons 

M = sin  am ( x), 
v = eos  am  {x), 
w = Aam  [x). 

Le  sinus,  le  cosinus  et  le  A de  l’amplitude  de  la  variable  x 
seront  ainsi  les  trois  fonctions  doublement  périodiques  fonda- 
mentales. Nous  voici  amenés  maintenant  au  point  en  quelque 
sorte  le  plus  essentiel  de  la  théorie,  où  l’on  a pour  but  de  les 
delinir  par  trois  équations  différentielles. 

Considérons  à cet  effet  la  dérivée  de  u,  à savoir: 

du 1 H'(jr)e(j:)  — H(.r)o'{x)_  '!>{x) 

dx~  «=  ( X ) ~ 0’  ( .r  ) 

Cette  dérivée,  comme  la  fonction  elle-même,  admet  la  pé- 
riode 2 AK'  et  ne  fait  que  changer  de  signe  lorsqu’on  change 
ar  en  a:  aK;  ayant  donc  pour  le  numérateur  la  valeur 

, . , . du 

♦ (x)  = 0’  (x) 

on  tirera  immédiatement  des  relations 

6’  ( X -I-  2 I K'  ) = 0’  ( X ) c , 

auxquelles  donne  lieu  le  dénominateur,  celles-ci  : 

4i(x-H2K)  = — <I>(x), 

4>  (x -h  2/K')=.  * (.r)  c 
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Or,  d’après  ce  qui  a élè  précédemment  établi  (p.  4o5  et  J\oG), 
on  a 

<I>(^)=  rt,  4.,  ( J-)  + rt,'!>3(x)=  W0(jr  ) U ( j:)+  «1.0,  (x) h,  (a:), 

«letwi  désignant  des  constantes.  Observant  donc  que  u change 

. . . du  , . 

de  signe  avec  x,  et  que  par  suite  est  une  fonction  paire, 

on  voit  que  la  partie  impaire  niB(.r)ll  (x-)  doit  disparaître; 
ainsi  m=  o,  et  l'on  a simplement 

(:r)  = /n,  0,  ( J-)H,  ( x). 

En  divisant  pur  h’(x)  et  faisant 

m,  \Jk 

— = è. 

il  viendra 

du 


■^z=  ^vwz=y.  \/(r—  — lO  )• 

Cette  constante  (*  représente,  puisque  la  fonction  « s’évanouit 

, . , sinain(x)  . 

avec  X,  la  limite  du  rapport — ■ pour  j:  = o,  limite  qui 

dépend  en  général  des  quantités  K et  K'.  Mais  nous  avons  pré- 
cédemment remarqué  que  l’espression  des  fonctions  0(x)  II  (x) 

X K 

ne  changeait  pas  en  j remplaçant  x,  K,  K'  par  — > — * et 

que  cette  circonstance  serait  utilisée  pour  particulariser  d’une 
certaine  manière  les  périodes.  D’après  cela,  nous  allons  intro- 
duire une  relation  qui  aura  pour  effet  de  rendre  égale  à Tunité 
sinam(x) 


la  limite 


afin  de  rapprocher  en  ce  pointessenliel  le 


sinus  d’amplitude  du  sinus  trigonomélrique.  Ayant 
sin  am  (.r  ) 1 


X 


y-  \ . nX  l , TtX  '\  / , TXX  A 

2v7 2î’cos^-(-  cos 

: ^ - — — — “ î 

— y.(j  ■!■  '/’)  ( ‘ ~ 27’ cos  •• 
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nous  ferons  pour  x = o, 

J —?*)’('  —y‘)’(<  — </“)*■•• 

ou  bien 

I.  — J ' 

Ainsi,  en  admctlant  que  les  quanliiés  K et  K'  vérifieni  celle 
condition,  nous  aurons 

du 

Tx 


c’esl  la  première  des  relations  différentielles  que  nous  vou- 
lions établir.  Les  autres  en  découlent  à l'aide  des  éiiualions 


et  sont 


-I-  i-’  = I , 
/■’  lO  te’  = I , 


i dv 

I dx 

j dw 

\ dx 


HIV, 


— /i’hv. 


IMus  généralement  on  aura 


j/m+i  II 

=(</,•+  H,  H’ . . . -t-  H,  H”  ) Vie, 

= ( A, A,  H’  -t-  A. H*  -f-  A„k“ ) «, 


les  coefllcients  étant  des  fonctions  entières  de  A’.  On  en  dé- 
duit ce  développement  qui  subsiste  entre  les  limites  — i et  -t-i 
de  la  variable,  et  où  Ton  a fait 


lt=X  — 2 A a — -t-  4 A ’ (»’■+•  -l  ) ^ 


1.2.3 


1 . 2. . 3 . 4 • 5 


-84>(a‘-f-33a) — t-lôA'(a'  !-3o(îa’-l-  nSi))  ^ 


I .2.  , .9 


— 3aA*(a'  + 2'ÿ(ilia’-(- 828i)a ) 


a,” 
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On  trouve  de  même 


X' 


4-(i  + 9124*  H- 64/1*] 


X' 


1 2. . . b 


/f'(44-  A’ ) — - 4>(  16  + 44  A’-*-  A-)  — ^ 

* • ^ 1 .2...  U 

+ A’(64+9i2A’  + 4o8A^-t- A‘)  — - — - — 

M.  Gudermann  a fait  la  remarque  qu’on  pouvait  poser,  aux 
termes  près  du  cinquième  ordre, 

sin  (jry/i  + A*) 


ar* 


et 


^ 1 -h  A’ 

V = cos  X,  «'  = cos  l(x. 


en  négligeant  seulement  x*,  ce  qu'on  vérifiera  sans  peine  par 
le  développement. 

Voici  donc  une  nouvelle  et  complète  définition  des  trois 
fonctions  doublement  périodiques,  en  joignant  aux  équations 
différentielles  les  valeurs  initiales  u — o,  v = \,  w=i  pour 
a:  = o.  En  particulier,  la  fonction  sin  am  (x)  sera  déterminée 
en  posant 


et  c’est  celte  intégrale,  ou  plus  généralement 

Y(u)du 


f 


V'(  1 — «’)  (1  — A’m’) 


en  désignant  par  F(«)  une  fonction  rationnelle,  dont  l’élude  a 
ouvert  la  voie  pour  parvenir  aux  fonctions  elliptiques.  On  re- 
connaît ainsi  l’origine  de  celte  expression  de  fonctions  inver- 
ses, dont  nous  avons  plusieurs  fois  fait  usage,  puisque  « est  la 
fonction  inverse  de  l’intégrale  dont  la  valeur  est  x,  et  l’on  peut 
juger  quel  long  enchaînement  d’idées  et  quels  efforts  il  a fallu 
pour  parvenir  de  là  aux  notions  de  fonctions  doublement  pé- 
riodiques et  aux  séries  iiui  nous  ont  servi  de  point  de  départ. 
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Mais  ce  long  travail  a été  fécond  pour  la  science;  c’est  comme 
conséquences  de  ces  recherches  que  nous  ont  été  acquises 
plusieurs  notions  analytiques  entièrement  fondamentales,  et 
on  particulier  ce  que  nous  savons  sur  le  mode  même  d’exis- 
tence des  fonctions  intégrales.  Après  avoir  trouvé,  par  exem- 
ple, que  sin  am  (x)  ne  change  pas  lorsqu’on  change  x en 
x-t-4/n  K -t-  2/n'« K',  m et  m'  étant  des  nombres  entiers,  on  a 
dù  nécessairement  rechercher  dans  l’intégrale 


/ 


du 

V'(  I — «’)(  I — A ’h’) 


la  raison  de  cette  sorte  d’indétermination  qui  donne  naissance 
à la  périodicité  dans  la  fonction  inverse.  M.  Cauchy,  dans  son 
Mémoire  sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires, 
avait  donné  les  principes  essentiels  de  cette  étude  si  impor- 
tante; elle  a été  complètement  faite  par  M.  Puiseux,  dans  un 
excellent  travail  intitulé:  Recherches  sur  les  fonctions  algébri- 
ques {Journal  de  M.  Liouville,  année  i85o),  et  auquel  nous 
renvoyons  le  lecteur.  Un  autre  résultat  encore  consiste  dans 
ce  sens  plus  complet  et  plus  approfondi,  que  l’on  a été  con- 
duit à attacher  en  analyse  à l’expression  même  de  fonction, 
en  reconnaissant  et  en  caractérisant  entre  les  divers  modes  de 
dépendance  de  deux  quantités  des  distinctions  essentielles  et 
dont  les  recherches  auxquelles  a donné  lieu  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  ont  montré  toute  l’importance.  Ainsi  ont 
été  proposées  ces  questions  dont  l’objet  est  de  reronnaître  dans 
la  définition  même  d’une  fonction,  donnée,  par  exemple,  par 
une  équation  différentielle,  si  elle  est  uniforme  ou  non,  et 
dans  le  premier  cas  si  elle  est  entière  ou  fractionnaire.  Les 
résultats  les  plus  beaux  par  leur  grande  généralité  qui  ont  été 
obtenus  dans  cette  voie  sont  dus  à M.  Weierstrass  (*  ) et  à 
M.  Riemann  (**). 


(*)  Théorie  der  Abcrschen  Functionen.  Journal  de  CrclU^  ib56.  Voyez  aussi 
diverses  Notes  de  M.,Coucliy,  publiées  à celte  époque  tlans  les  Comptes  rendus^ 
cl  lin  Mémoire  do  MM.  Briot  et  Rouquet  sur  nnté{;ratioi)  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre. 

(**)  AllQcmcino  Voraussetzuiigcn  uiid  Uülfsmittel  fûr  die  t’ntcrsuchun^;  von 
l'uDcUouco  uubcscbraukt  vcràndcrlicberGrosscn,  elc.»  Journal  de  Crellc,  18.^7. 
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III.  — Des  quantités  K et  K'. 

En  parlicularisant  les  périodes  de  manière  à rendre  égale  à 

i>  ......  , sin  am  (.r)  . „ . 

I unité  la  limite  du  rapport — pour  .r  infiniment  petit, 

nous  sommes  parvenus  à l’expression 

r . .J  ’ 

qui  conduit  à une  conséquence  importante.  Observons  d’abord 
qu’en  supposant  .r  = K et  par  conséquent  sin  am  ( K ) = i ( * ) 
dans  l’expression  en  produit  infini  de  sin  am  {x),  on  aura 


Kfît 


■q)  (>  +-V 


En  divisant  membre  à membre  ces  deux  équations  et  ex- 
trayant la  racine  carrée,  il  en  résulte 

4 /El = r ('—<?•)(■—?')(■—<?-)  ••'{ 

V ^ L(' — ^)  (' — —'/')■  -J 

(~(i  4-g)  (I  4-?*)(i  H- ?*)•••'[ 

lit +q’)(.i +q'){! -hq")...y 

expression  susceptible  d’une  simplification  remarquable.  Em- 
ployons à cet  effet  la  relation  donnée  par  Euler 


— 


(i  — 7»i(i  — y‘)(i  — . ■ 
('—'/)  {' 

I 

’('  —<])  (>  —</")('  —'/')•  • ■ ’ 


on  obtiendra  d’abord 

(i  — i/M(i  — g‘)('  — g*)-  • 

(i—q)  {i—q>)(i—q‘).. 


= (>—?’)(•—?')(•  —V*)- 
X (I  -hq)  (I  -hq’){i  -i-q').... 


(*)  On  lrou»c  que  sin  am  (K)  = i parla  formule  sin  am  (x)  = — ^ 


5C  rjppclanl  qtio  par  dêljnition  p.ipc 
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et  en  remarquant  ensuite  que 

(,  _)_fy  )(,+,/»)(!  +ryM-  ••=('  -t- 9’ )(' 

X (H-9’)(i  4- </*)('  4- 9')-  • 

On  verra  tous  les  dénominateurs  disparaître  dans  la  valeur  de 
1 qui  deviendra  ainsi 

9'){‘— 9')---] 

X [(I  ^-9)  ('  4-9')(>4-'74-.-?- 
Cela  étant,  si  l’on  pose  a:  = o dans  la  formule  précédemment 
démontrée 

P»,  ^ -i-  KJ  CCS  a .r  -f-  2 (/'  cos  4 -r  4-  2 9’  cosG  x 

= (i  -t-2<ycos2x  + 9’)('4-29'  cos2x-(-<;«) 

X ( i4-2^‘cos2jr4-î'*)-"X(  I — 9’)(  ' — 9')('  9‘)"-> 

il  viendra 

H.  (o)  = I 4-  2 9 + 2 (7*  -t-  2 (/’  -h  . . . 

= (,_ç.)(,_g‘){>  — 9‘)---[('  + 9)('+9')('  +9‘)-]’> 

d’où  ce  résultat,  qui  est  d’une  grande  importance  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques, 

y/ î-ü  = 0,  (o)  = I + a 7 -4-  2 2 (/  ' -H  .... 

On  en  déduit,  en  ayant  égard  aux  équations 

H (Kl^  11,(0) 

~ »,{o) 


0,  (O) 


les  deux  suivantes  : 


y/ = H,  (o)  = a;'^  + 2 -h  2 ;'<7»  H-  2 
^ — a ^ -i-  2 — 2 — 
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C’est  la  seule  quaiuilé  K (|ui  donne  lieu  à des  relations  de 
eetle  forme  ; la  quantité  K',  entrant  d’une  manière  différente 

-71  — 

dans  l’expression  q = e ’nc  parait  pas  susceptible  de  déve- 
loppements analogues  en  série.  Mais  toutes  deux  s’expriment 
d’une  manière  parfaitement  semblable  à l’aide  des  modules  i 
h et  k'  par  ces  intégrales  définies 


f'  du  Ç'  du 

\J(  \ — «’)(!  — /,  ■ U)  vV— 

comme  nous  allons  le  démontrer. 

Précédemment  nous  avons  déj.à  fait  voir  que  sin  am  { K ) = i ; 
remarquons  maintenant  (ju’en  faisant  x = K dans  les  relations 

--^(21-t- J K') 

0 ( X -(- 1 K'  ) = /■  11  { .r  ) c , 

Il(.r-+-»K')  = f0(.r)e 
cl  en  divisant  membre  à membre,  il  viendra 

II j K -4-1  K')  _ 0 (Iv)  _ _t_ 

H { k -t-  / K'  ) Il  ( K ) ~ y7i  ’ 


par  conséiiuenl,  sin  amar=  — ^ ^ l”"^'' 


^ . ll(^) 

.r  = K -4-  i k'.  Ayant  donc 

-, 

Jo  v'(  ■-«’)(•- A’ «’) 

nous  en  conclurons  que 

K _ r 
Jo  v'f' 


K-»-/k'=  , ■ - --- -= 
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Cl  par  suite,  ou  rcirnnrhant  membre  à membre, 


4a  I 


K'=  P 

J,  v^(i— A’«>) 


Or  en  faisant 


M = 


V'i  — //’e’’ 


C'  (h 

celte  derniere  intégrale  deviendra  i I 

Jo  V^{  ' — 


ce  qui  donne  le  résultat  annoncé. 

Mais  ce  que  nous  venons  de  dire  laisse  subsister  une  la- 
cune importante;  nous  sommes  en  effet  à l’un  de  ces  points 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  qui  appellent  de  nou- 
velles recherches  pour  être  aussi  complètement  traités  qu’on 
peut  le  désirer.  En  passant  de  l’équation  différentielle 


à la  relation 


(/ « ,, — — - 


( I — h'  tO] 


du 

\/(  I — «’)(|  — /i’h’) 


on  laisse  absolument  arbitraire  la  loi  de  succession  des  valeurs 
de  la  variable  « dans  l’intégrale,  de  sorte  que  les  relations 
précédentes 


du 

V(l  — A-’M’)’ 


du 

V'(  I — «')(  I /l’M’) 


n’auront  un  sens  entièrement  déterminé  «ju’en  définissant  le 
chemin  ( * ) décrit  par  la  quantité  « = sin  am  ( x ),  lorsque  x va- 


(*)  Nous  supposons  quo  les  notions  ronilamentalcs  dues  à M.  Cauchy  sur  la 
represonUtion  géométrique  des  imnginnircs,  et  sur  les  intégrales  prises  le  long 
d'une  courbe,  sont  connues  du  lecteur. 
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4^2 

lie  de  zéro  à K,  puis  de  K à K + i K'.  Et  comme  rargiimcnl  x 
peut  varier  entre  ces  limites  suivant  une  inlinité  de  lois,  il  faut 
de  plus  connaître  comment  les  chemins  correspondants  qui  en 
résultent,  donnent  tous  au  point  de  vue  de  l'intégration  par 
rapport  à « le  même  résultat.  C’est  seulement  dans  le  cas  où 
l’on  suppose  K,  K',  et  par  suite  k,  des  quantités  réelles,  et 
qu’on  se  donne  ces  lois  particulières 


/ et  T croissant  de  o à ^ d’une  manière  continue,  que  l’on  peut 
traiter  la  question  que  nous  avons  posée. 

Et  d’abord  on  voit  que  « — sinam  est  réel  parle  déve- 

loppement 

/2K/\  2 V nsin  < — sin  3< -4- 2 sin  5/ — . . . 

sinam  ( — ) = — ; — — p -• 

\ ir  / 1 — 2q  cos 2 I -+-  7.  q'  cos4  t — 7.q'  CÜSb l 


D’ailleurs  entre  les  limites  zéro  et  K la  dérivée 
du  _ /.'  ll,(.r)(-),( J-) 

• d.T  “ y'J  M‘(  r) 

dont  la  valeur  initiale  est  l’unité,  sera  toujours  positive.  Elle 
ne  lient  eiTectivement  s’annuler  qu’en  faisant 

H,(x)=o, 

0,(r)  = c), 

c’est-à-dire  { voyez  p.  384  ). 


.r  = ( 2 «I  4-  I ) K -h  2 /n'  / K', 

2-  = ( 2 oi  -4-  I ) K -4-  ( 2 ni'  -4-  I ) I K', 

et  aucune  de  ces  racines  n’est  comprise  dans  l’intervalle  con- 
sidéré, la  valeur  x = K se  trouvant  précisément  la  limite  supé- 
rieure de  cet  intervalle.  Nous  conclurons  de  là  que  t croissant 
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lie  où-*  U croil  de  même  de  o à i cl  que  dans  l’exprosslon 

?. 


K=f  - 

Jo  v(i  — 


l’inlégrale  esl  prise  dans  le  sens  habilnel. 
Soit  en  second  lien 


x=K-h 


2|K't 


comme  on  a 


n(K+i'^')=ll, 


on  pourra  écrire 


. ^ ) 

2/Iv't\ 

H, 

l n ) 

elen  introduisant  les  fondions 


(K  + = -i 


m 


I I — ai/o  eus  9.T -r- 2 cyl  co.s4t  — 2i/JcosGt... 
y’7i-  ' -i-  acy.COS  ?.T  + 2(/J  cos  4"  -I-  21/î  cos6r. . 

ce  qui  esl  encore  une  quanliié  réelle  (*).  On  conclura  comme 
tout  à l’heure  que  la  dérivée  par  rapport  à t,  qui  est  nulle  aux 


(*  ) On  se  rappoHc  que  y,  = c , vojrz  p.  /jo3. 
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deux  limites  tz=o,  t=  ne  peut  s’évanouir  dans  leur  inter- 
valle, de  sorte  que  c’est  encore  dans  le  sens  ordinaire  d’une 
intégration  rectiligne  que  l’on  a l’équation 


d’on  nous  avons  tiré 


du 

V ( I — «’  ) { 1 — h'  id  ) 





Avant  de  quitter  ce  sujet  et  afin  d’en  montrer  la  difficulté 
lorsque  K,  K'  et  h sont  imaginaires,  je  remarquerai  que  la  sup- 
position qui  vient  le  plus  naturellement  à l’esprit,  qu’on  peut 
faire  varier  x par  exemple  de  o à K,  suivant  une  loi  telle  que  « 
soit  constamment  réel,  ne  saurait  être  admise.  Autrement  dit, 
il  est  impossible  en  général  que  dans  l’expression 


du 

v/(  I — M')(  I — h'‘u')' 


l’intégrale  soit  toujours  rectiligne,  comme  nous  l’avons  trouvé 
tout  à l’heure. 

Effectivement,  soient 


OC  =nK  -t-  biW, 
iOi'  = cK-l-t/fK', 


a,  b,  c,  d,  étant  des  nombres  entiers  qui  vérifient  ces  con- 
ditions : 


En  posant 


(id  — br 

= h 

s 

A s O f 

mo('i 

c^o  l 

d -^l  I 

OC' 

— 

II 

cH 
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4^5 


on  aura 


s.nam(— ^ 


>Jk 

2^^  sinx  — 2 ^ ^sin  3x  4-  2^/:^“sin  5x. . . 

I — a^cosax  + 2 ^*cos4* — 2i^cos6x-)-  . . . ’ 

ce  qui  esi  la  même  expression  analytique  ( * ),  au  signe  près  en 
3C  et  of',  que 


aKx'^ I 2 J^qrsinx  — 2j/ç''sin3x+2v 7’'sin5x . . . 

— 2çcoS2x-)-2y‘cos4x — 2y’cos3x-+-. . • 


(2Kx\  I 7.Jq 

—~,r — ~ 

w 1 ^/,i  — 

en  K et  K'.  On  en  conclura  que  OC  sera  donné  comme  K par 
l’intégrale  Ç , • Or,  en  supposant  b diffé- 

rent  de  o,  la  valeur  imaginaire 

OC  — <iK  -H  bi K’, 


ne  pourra  évidemment  résulter  que  d’une  intégrale  curviligne. 
Mais  voici  un  résultat  important  et  qui  subsiste  quel  que  soit 
le  mode  d’intégration  : c’est  que  les  quantités  K et  K'  vérifient 
la  même  équation  linéaire  du  second  ordre 


dont  l’intégrale  avec  deux  constantes  arbitraires  C et  C'  est  par 
suite 

a=CK  + C'K'. 


(‘)  Les  reUtioni  analogues  relativement  h coi  am  (x)  et  A am(z')  sont 

/7”aV^^çosx-f-aV^^cos3x-|-Qt/^*co85x4-..,^ 

\T'TZT^ 


(-■) 


1 ^cos2*-n  ^cos  4 X—  a ^ cos  6x-(-. . . 


/aOCxN 

cosam^^_j  = 

/aOCx\  r.  i.+-a9co»a-«^-t-a^‘co»4*-t-2^*«»6x-f-.... 

Aaral I = (— i)-'v*' T ;r ’ 

\ ^ / I — a^cosax -i-a^cos4x  — a^’cosSx^- . .. 

on  en  déduit,  en  supposantx=  o,  ce  qui  concerne  ^ ct^A'  lorsqu'on  y change 
K et  K'  en  OC  et  OC'. 

G'éd.  II,  ,^8 


Digitized  by  Google 


4^6  NOTE  .Sl’R  LA  THÉ«lltlE 

Cçtte  équation  conduit  au  développeinonl  de  k cl  K'  sous  celle 
forme  : soient 


et  k,  la  somme  des  n premiers  termes  de  celle  suite,  on  aura 

K=-h. 

f. 


On  en  déduit  aussi  celte  propriété  remarquable,  à laquelle 
nous  parviendrons  plus  loin  par  une  autre  voie  : 


KJ'-JK'  = 


en  faisant 


O \/(l— J,  v(«’— 


Addition  des  arguments.  Théorème  d'Abel. 

C’est  Euler  qui  a donné  le  premier  les  formules  pour  ex- 
primer sin  am(rt  -4-  f>),  cos  am  (a-\-h),  Aain  (<i  -t-  b),  au  moyen 
des  fonctions  semblables  relatives  aux  arguments  a et  b,  et 
cette  importante  découverte  a été  le  point  de  départ  et  la  base 
des  travaux  qui  ont  fondé  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
de  même  à peu  près  qu’en  trigonométrie  élémentaire  on  est 
parvenu  aux  propriétés  analytiques  du  sinus  et  du  cosinus  en 
partant  des  relations  qui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la 
somme  de  deux  arcs,  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  de  ces 
arcs.  L’illustre  analyste,  par  une  sorte  de  divination  restée  célè- 
bre dans  riiistoire  de  la  science,  obtint  sous  forme  algébrique 
l’intégrale  générale  de  l’équation 
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Or  ce  résullal  revieiu  exaciemenl  à l'expression  du  sinus 
d'amplitude  de  la  somme  de  deux  arguments,  comme  nous 
allons  le  montrer.  Effectivement,  en  désignant  par  C la  con- 
stante arbitraire,  l’iniegrale  est 


(?.]  • — "V'c  — «'"M'  — Vl»  — n’)(i  — 


Mais  si  l’on  fait 

U = sinanui, 
(/'  = sin  a nui', 

l’équation  ( t ),  réduite  à la  forme 


da  -H  tla'  = o, 

donne  immédiatement 

a -+■  a'  = <■. 

Voici  donc,  sous  deux  formes  différentes,  l’intégrale  d'une 
môme  équation  différentielle,  et  on  devra  passer  de  l’une  à 
l’autre  en  établissant  la  relation  (|ui  lie  les  deux  constantes 
arbitraires.  Je  remarque  à cet  effet  que  c est  évidemment  la 
valeur  de  a pour  «'=o,  et  si  l’on  fait  semblablement  a'  = o 
et  par  suite  u'  — o dans  l’équation  {■>.),  elle  donne  c :=  u = 
sinama.  La  relation  entre  les  constantes  est  donc 


C =sin  aine. 

Ainsi  la  valeur  de  C en  u et  «'  donne  précisément  la  détermi- 
nation de  sin  am  (o  -t-  a'  ) en  fonction  algébrique  de  sin  am« 
et  sinama'.  Lagéometrie  fournil  aussi  plusieurs  méthodes  ex- 
trêmement intéressantes  pour  parvenir  à ce  même  résullal;  ne 
pouvant  ici  les  indiquer,  nous  nous  bornons  à donner  sous  sa 
forme  analytique  si  remarquable  le  ibéorème  découvert  par 
Abel  pour  l’addition  d’un  nombre  quelconque  d’arguments. 

I.  — Théorème  d'/ihel. 

Les  expressions  de  sin  am.r,  cosam.r,  iam.r  par  0(.r), 
Il(x),  etc.,  fournissent  les  relations  suivantes, qui  établisseni 


Digitized  by  Google 


4a8  ' NOTE  SÜR  I.A  THÉORIE 

In  double  périodicité  de  ces  fonctions,  savoir  ; 


I. 

II. 
III. 


sinam(a:  + 2K)  = — sinamx, 
sin  am  (x -f- 2iK)  =-t-sinamx; 
cosam  (x -t- aK)  = — cosam x, 
cosam  (x  -4-  2iK')  = — cosam  x; 
Aam(x  + 2K)  =-t-Aamx, 
Aam  (x  -+-  2iK')  = — Aamx. 


Or  on  remarque  que  les  trois  fonctions  se  reproduisent  dans 
le  second  membre  au  signe  près,  de  sorte  que  les  diverses 
combinaisons  deux  à deux  de  ces  signes,  pour  l’une  et  l’autre 
période,  forment  pour  chacune  d’elles  un  caractère  spécial  et 
qui  lie  entre  elles,  d’une  certaine  manière,  toutes  les  fonctions 
plus  générales,  composées  de  sinamx,  cosamx,  Aamx,  qui 
à l’égard  des  périodes  satisferont  aux  mêmes  relations.  Ainsi, 
en  désignant  par  F(x)  et/(x)  deux  polynômes  entiers  en  x 
respectivement  des  degrés  n et  n — i,  et  faisant 

, > rfsinamx  , 

(j),(x)  = sinamxF  (sin’amx)H — /(sm  amx), 

rfcosamx 

Ÿ,(x)  = cosamxF(cos*amx)  ^ amx), 

rfAamx-, . 
y,(x)  — AamxF(A’amx)  H ^ — /(Aamx), 


on  aura,  comme  précédemment, 

J I ip,(x-|-2R)  = ?i(^), 

*■  I ç,{xH-2«K')  = -t-f,(x); 

JJ  I ?i(x-f-  2K)  =— f,(x), 

I If  J (x  -t-  2 ( K)  = ) ' 

I <p,(x-t-2K)  =-+-?,(x), 

. I ^4x  + 2|-K')=-if.(x). 

Ce  sont  ces  diverses  expressions  qui  figurent  dans  le  théo- 
rème que  nous  allons  établir,  ou  plutôt  encore  la  suivante 
qui  possède  le  caractère  résultant  de  la  quatrième  combinai- 
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son  possible  des  deux  signes  dans  le  second  membre,  savoir  ; 


y(j:  + 2lK')  =-f-,p(x). 

En  désignant  par  F(x)  et  F,(x)  des  polynômes  respective- 
ment de  degré  n et  n — a,  <f{x)  sera  représenté  de  celte  ma- 
nière, savoir  ; 

ÿ(x)  = F(z’)  4-  ^3F,(;’), 


Z désignant  indiiréremment  sinaina:,  cosam  a:,  ou  dam^. 
Mais,  soit  pour  fixer  les  idées,  z sinainx,  et  afin  de  mettre 
en  évidence  dans  ^(ar)  le  numérateur  et  le  dénominateur, 

employons  l’expression  ; = — — i,  qui  conduira  évidem- 

4nent  au  dénominateur  ©'"{x),  de  sorte  qu’on  pourra  écrire 


Cela  posé,  ayant 


f{^) 


e’”(a?  + aK)  =©’*(x), 

0’*{a:  + aïK')  = 0>"(ar)e  , 

la  relation 

<t(ar)  = o{ar)0’''(.r) 

donne  immédiatement,  en  ayant  égard  à ce  que  f(ar)  admet  les 
périodes  a K,  ai  K',  ces  deux  conditions 


/<t(o:-t-2K)  z=4>(x), 

( 4>(a: -H  2/ K')  = <:'(x)e 

Or  on  peut  satisfaire  à ces  relations,  et  de  la  manière  la  plus 
générale,  en  n’employant,  bien  entendu,  que  des  expressions 
entières,  si  l’on  fait,  en  désignant  par  A un  facteur  constant, 


<l>(ar ) = AH(j;  — a, ) H( j:  — a,). . .H(x  — 
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Effeftivomenl,  on  vériliora,  à l’niilo  dos  oquaiions 


II(.r  — a-f-aK)  = — H(jt  — a), 

— ^ (a  — a -4-1  II') 

II(a'  — a-t-a  «K')  = — H(j‘ — a)o  , 

qu’il  suffit  pour  cola  de  poser  la  condition 

Xi  -f“  H"  • • • “H  = O. 

Les  quantités  a,,  a,, . . a,„_,  restent  donc  arbitraires,  ainsi 
que  le  facteur  constant  A,  et  il  est  aisé  d'établir  que  la  fonc- 
tion entière,  la  plus  générale  qui  satisfait  aux  relations  (i),  ne 
contient  pareillement  (pie  an  constantes  arbitraires. 

.‘'oil  en  effet 

ni— — SC 

OU  plulol 

m*  i 71 X 

la  seconde  des  relations  (i)  donnera  la  condition 


fim+tn  t 

ce  <iui  ne  laisse  subsister  dans  roxpression  de  •I-(.r)quc  les 
an  constantes  a,,  a,,. . . , o„_,. 

ÎS’ous  pouvons  ainsi  poser 

I . AHt.r  — a,)ll(.iî — — a,„) 

’ 

et  cette  équation  remarquable  aura  également  lieu  en  prenant 
pour  f(.r)  la  fonction  déduite  de 

en  laisant  z = cosama-  et  z = Aama;. 

Maintenant,  une  analyse  toute  semblable  donnera,  à l’égard 
des  trois  fonctions  y, (a  ),  vd  *').  It’^  tbéorènies  suivants 
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\|1I(J'  — ai)ll(.r  — a,).  ■ .H(.r — x..„+,) 

\]  H t ( X — SC|  ) Il  t ( ^ — ^,  ) ■ . 1I|  ( .^  ) 

«!'■+'  ( :r  ) ’ 

Vie,(.r  — ai)e,(.r  — a,). . .e,(A-  — 
et  l'on  aura  encore  entre  les  quantités  a la  relation 

a,  + a,  + a,,.,.,  = O. 

C’est  dans  la  conséquence  que  nous  allons  ^n  déilnirc  que 
consiste,  à proprement  parler,  le  théotéme  d’Abel. 

Nous  partirons  à cet  effet  des  équations  relatives  à ^(j')  et 
y,(x)où  ligure  la  fonction  H(.r)  qui  s’annule  avec  x et  met 
ainsi  en  évidence  les  racines  des  équations  .y(.r)  = o,  y,(.r)  = o. 
En  particulier,  considérons  la  fonction  ?(.r),  où  trois  cas  diffé- 
rents se  présentent  et  correspondent  à 

s = sinam.r, 

Z = cosam  X, 

3 = Aamar. 

Les  polynômesF  et  F,  introduisant  an  constantes,  on  pourra, 
ayant  pris  égal  à l’unité  le  coefficient  de  3",  déterminer  les 
an  — I autres  coefficients  par  les  équations  du  premier  degré 

f{a,)=o,  if(«,)  = o,.  . ij)(  »„_,)=  O. 

Cela  fait,  la  relation  ( i ) nous  montre  qu’on  aura  encore  <p(j:')=  o 
pour  x = a„,  c’est-à-dire  d’après  la  condition  posée  entre  les 
quantités  a 

X—  — (a,  -f-ïi -!-•••-+-  *«,-1  )• 

Or  le  produit 

[F(,.)+*,r,(,.)][F(=.)-|.M=-)| 

donne  dans  les  trois  cas  <|ue  nous  avons  à considérer  un  po 


?.(■*•)=  - 
V‘(^)  = - 
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lynôme  entier  de  degré  4"  cl  ne  renfermant  que  des  puis- 
sances paires  de  Zi  car  on  a successivement  pour 


Z = sinamx 
Z = cosamx 
^ Z = aamar 


Dans  le  premier,  ce  polynôme,  décomposé  en  facteurs,  sera 
donc 

( a’  — sin’ama, )(z’  — sin'amo,). . (s’  — sin*ama,._, ) 

X [a’  — sin’am ( a,  -h a, . .-H  *.»_■)], 


dans  le  second 

(a’  — cos’ama,  j(a’  — cos’ama,). . .(2’  — cos’ama,,-,) 
x[2>  — COS’am(a,  -H  a, + a„_,  )], 

et  enfin  dans  le  troisième 


(2’ — A’ama,)(2’  — A’ama,).  ■ .{z'—  A’ama»_,) 
X[2’—  A*am(a,-|-a, -H.  . .-4- a„_,)]. 

Les  identités  que  nous  venons  ainsi  d’établir  donnent  un 
résultat  important  lorsqu’on  y fait  z — o.  Si  l’on  désigne  en 
effet,  suivant  les  trois  cas,  par  L,  M,  N,  le  terme  qui  ne  con- 
tient pas  2 dans  le  polynôme  F(2’),  on  obtiendra  les  relations 


sinam(a,  + a,-{-. 
cosam(a,-t-a, -4-. . 
Aam(a,  -4-  a, -4- . . 


• . -f-  a„)  — ^ 


. -4-  a,„_,  ) = ■ 


sinama, sinama,. . .sinama,, 
d=M 


• -t-  a„_,)  — 


cosama,cosama,. . . cosam  a». 
±N 


Aama,  Aama,. . . Aaman- 


Des  conclusions  toutes  pareilles  seront  données  par  la  fonc- 
tion 

/ , , , </sinamx  «...  , 

<f,(.r)=sinamxp(sin’ainx)  -4 /(sin’amx), 

(IX 


Digiiized  by  Google 


DES  FONCTIONS  ELLIKriQUES . 433 

OÙ  F et  /introduisent  an  + I constantes  arbitraires.  En  pre- 
nant encore  égal  à l’unité  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus 
élevée  dans  F(z’)  et  déterminant  les  autres  coeflicicnts  par  les 
conditions 

y,(a,)  = o,  = ç,(a;„)  = 0, 


on  aura 


sin’am  F’(  sin’am  x ) - 


(«isinamx' 
dx 


)'f' 


’(sin’amx) 


=(sin’amx— sin'ama,)  (sin’amx— sin’am  a,)... (sin’amx— sin’am  aj,^ 
X {sin’amx  — sin’am[a,-Ha,+-. . . 


Ce  second  théorème  donnerait  la  valeur  de 


sin’am  ( a,  + «,  -i- . . ■ a,,,), 

où  figure  un  nombre  pair  d’arguments,  mais  le  premier  a 
l’avantage  de  conduire  en  même  temps  à l’expression  de 

sinam(a,  .+  a,„_,), 

COSam(  a, -f- a, . -H  a„_i  ), 

Aam  ( a,  -f-  a,  -h . . . -t-  a,,_,  ),  ' 

OÙ  il  importe  peu  que  le  nombre  des  arguments  soit  impair, 
car  rien  n’empêche  d’en  supposer  un  égal  à zéro.  Une  dernière 
conséquence  à cet  égard  nous  reste  encore  à établir.  Observons 
que  les  équations 

î(a.)  = e,  ?(a;)  = o y(a,„_,)  = o, 

OU,  pour  abréger, 

<f(a;)  = 0, 

déterminent  pour  les  coefficients  de  F et  F,  des  fonctions  ra- 
tionnelles, dans  le  premier  cas,  pour  z — sin  amx,  de 

. f/sinama, 

sinama,  et  - — -, — = cosam  a,  iama,; 
a a,- 

dans  le  second,  pour  z — cos  amx,  de 


cosam  a,  PI 


d cos  am  a, 
d a, 


— sinama,  A am  a,; 
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dans  le  iroisièmc  eiHiii,  pour  3 = Aama,,  de 


Aam  Z, 


et 


f/Aama, 

il%i 


= — A’  sln  am  *,  cos  am  a,. 


Telle  sera  donc  la  forme  des  quantités  que  nous  avons  tout  à 
l’heure  désignées  par  L,  M,  N,  et  par  suite  des  valeurs  ellcs- 
nièines  de 

sinam{a,  + a,4-. . .+ 
cosam  (a,-+-a,  + . . .+  z,._,), 

Aam  («I  -+-  z,^-  Z;.,^_i). 

Qiiaiu  au  double  signe,  il  suffira  pour  le  déterminer  d’un 
cas  particulier;  nous  allons  en  donner  un  exemple. 


II.  — Formules  pour  l’addition  de  deux  arguments. 

Nous  appliquerons  les  théorèmes  précédents  au  cas  de  trois 
arguments  a,,  z,  et  z„  en  supposant  le  dernier  égal  à zéro,  et 
nous  prendrons 

if{x)  = {z‘+  az’+  b)  -f-  c; 


On  remarquera  alors  que,  dans  le  cas  de  z =sinamor,  l’é- 
quation fondamentale  a cette  forme 


c’s’ 


(z'  — sin’amz,)(z> — sin’amz,) 


X (z’ — sin’am(z,  -+-  o,). 


de  sorte  qu’on  doit  déjà  poser  b = o.  Si  l’on  supprime  dans 
les  deux  membres  le  facteur  z’,  et  qu’on  fasse  ensuite  z = o 
on  obtiendra 

sm  ara  (z,  -j-  z,  ) = : 

sin  ama,  sinamz, 


Cela  posé,  les  équations  y{z,)  = o,  (ji(z,)  = o deviennent 


sin*amz,-+-  asinamz,-t-  ccosamz,  Aamz,=  o, 
sin^anizj  </sin  amz,-f-  c cosam  z,  A am  z,=  o, 
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d'où 


^ siii'  am  X,  — sin*  am  x, 

siii  ama,  !.iii  am  a,  siiiania,  cnaaina,  i am  a,  — sin  am  *,cos  amac,  Aamx,  ’ 

valeur  qui  se  réduit  à sin  rtmx,  pour  a,=  o,  de  sorte  qu’on  doit 
prendre  dans  la  formule  le  signe  supérieur.  Il  vient  ainsi,  en 
multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par 

sinama,  cosam  a,  Aain*,-t-  sinama,cosama,  Aamz,, 

et  supprimant  haut  et  bas  le  facteur  sin’aniz, — sin’amz,, 

sin  am  («  -♦-  * ) = «,  «msama,  A am  am  g, cosam  g.  Asm  g, 

’ I — **sin*ama,  sln’ani  a. 

Dans  les  autres  cas  où  c = cosaina:  et  s = AaniJc,  l’équation 

, , , 

3*  •+-  as’  -h  O -h  C3  O 

<tx 

admet  la  racine  z = t qui  répond  au  troisième  argument  sup- 
pose nul.  On  doit  donc  faire 

z'-t-  az’-tr  l>  = (z’—  in), 

ce  qui  conduit,  pour  z = cosamx,  aux  équations 

, cosam  a,  ùama, 

cos’ama,  -h  m -H  c - = o, 

sin  am  a, 


, cosam  Z,  Aama, 

cos’  am  «,  -h  w -t-  c = o. 


sinam  z, 


et  à la  valeur 


cosam zi)  = 


; m 


cosamz,  cosamz. 


de  même  pour  z = Aam a:,  on  a les  relations  toutes  sembla- 
bles 

, cosamz,Aamz, 

A’ama,-H  m -t-  c = o, 

sin  am  z, 

cosamz,  Aamz, 

A’amz,  + m c = o, 


Aam  (z,  -t-  z,)  : 


sinamz, 
± m 


Aamz,  Aamz. 

Un  calcul  entièrement  analogue  à celui  qui  concerne  le  sinus 


Digitized  by  Google 


436 


NOTE  SPC  LA  THéoBIE 


donne  les  formules  suivantes  : 


cofluma,  cosamoc,— sinam  sinarno;,  A am  a,  A am«, 

I — A’sin* am  ce,  sin*  am  a,  * 

A ama,  A am  «,  A'sinam  et,  sinama, cosam  a,cotam  a, 

I — A*sia*  am  a,  sin*am  a, 

Les  trois  formules  que  nous  venons  de  déduire  du  théo- 
rème d’Abel  sont  nommées  à juste  titre  fondamentales,  car 
elles  suffisent  pour  définir  complètement  les  fonctions  sinama:, 
cosama:,  Aama:.  On  peut  voir  dans  les  premiers  Mémoires 
d’Abel,  et  postérieurement  dans  les  travaux  de  Gudermann, 
l’un  des  meilleurs  auteurs  qui  aient  écrit  sur  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  comment  elles  donnent  la  double  pério- 
dicité, puis  les  expressions  de  sinam(nx),  cosam(nar), 
&am  (na:),  où  n est  un  nombre  entier  quelconque,  d’où  l’on 

déduit,  en  remplaçant  x par  - « et  passant  à la  limite  pour  n 

infini,  les  expressions  analytiques  sous  forme  de  quotients  des 
séries  e et  H.  Nous  y joindrons  les  suivantes,  qui  s’en  dédui- 
sent immédiatement,  savoir  : 


co«am(a,-«-a,)z= 
A am(a,  -♦-■a,)  = 


siiiam(a, 
cosam(or,  - 
Aam(a, ' 

Par  voie 
sinam  (a,  + a,) 


^ Bin8mo!,CMam a,  Aamor,  — sinaiDa^cofam«,  Aama, 
I — A”8iQ’ama,sin*ama. 


. _ coâam«,  co8am«,<^8inamoe,sinam«,  Aam  «|  Aama, 

I — A*8in*ama,sin*aroa,  * 

^ Aam«,  Aamy,*4*A'sinamoc,sinama, cosam», cosam«, 
• ~ t ~ A*sin*am  a,sinam», 

d’addition  et  de  soustraction  on  en  conclut 
asinama,  cosama, Aama, 


-sinam  (a.  — a,)-. 


■+■  cosam  (a,  — a,)  = 
-t-  Aam(a,  — a,)  = 


cosam  (a, -t-  a,) 

k 

Aam(a,-|-  a.) 
sinam  (a,-i-a,) 
cosamfa, — a,)  — COSam(a,-f-  a,)  = 


i — A’sin’ama,  sin’ama, 
acosama,  cosama, 

I — A’ sm'aniai  sm’ani  a, 
aAama,  Aam  a, 


1 — /l’sin’ama,  sin’ama, 

2 sinama,  cosama,  Aam  a, 


— sinam  a,  — a,)= rr~^, ’ 

I— A’sin’ama,  sin’ama, 


2sinama,  sinama, Aama,  Aama, 


Aam  (a, — a,) — Aairi(a, -l- a,) — 


I — /l’ sin’am  a,  sin’ama, 

2/1’sin  ama, sinam  a, cosama,  cosama 


I — A ’sin’am  a,  sin’am  a, 
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Les  trois  dernières  équations,  en  faisant 
a,  a = j;,  a,  — x,=  a, 

conduisent  à déterminer  toutes  les  valeurs  de  x,  qui  donnent  - 


sinamx  = sinamn, 
cosam  X = cosamn, 

Aamar  = .^amn. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  on  reconnaît  que  toutes  les  so- 
lutions sont  données  par  celles  des  équations 


, X — a 

slnam = o ou  co  , 

2 

X -4-  fl 

cos  am = o. 


. X -H  fl 

Aam = o. 


On  en  conclut  immédiatement,  d’après  les  formules  données 
page  384  pour  les  racines  des  équations 


e(x)  = o,  II(x)  = o,  0,  (x)  = o,  H,{x)  = o, 


qu’on  a 

I x = « -(- (4»» -t- 2)K-+- 2/n'/K'; 
de  même  pour 

cosamx  = cosam  a 

on  obtiendrait 

t x = dza-h^mK+^m'ii^', 

} x = ±a-i-(4mH-2)K-f-(4r«'-|-2)/K.', 
ou  plus  simplement 


X = ±fl  -I-  2m(K  iK')  -1-4  m'ih', 

et  pour 

Aamx  = Àanifl, 

X = rt  « -I-  2 m R 4 m' iK'. 
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Dans  CCS  rormiiles  m cl  m'  dcsigncnt  des  numbres  enlicrs 
quelconques,  pusilifs  ou  négalifs. 

Les  formules  pour  l'addition  de  deux  aigumeiils  donneraient 
lieu  à beaucoup  d’autres  remarques;  je  me  bornerai  ici  aux 
résultats  relatifs  à la  duplication  et  aux  valeurs  que  prennent 
les  trois  fonctions  lorsqu’on  suppose  l’argument  égal  à une 
demi-période.  Les  premières  découlent  des  formules  fonda- 
mentales, qui  donnent  immédiatement 


sinam 


2sinan)3Cosama  Aamx 
I — /r’sin'ama 


cosam  2a  = 


I — 2sin’ama-(-  /r’sin'ania 
I — /l’siii'ama 


I — 2/1’sm’ama -t-  A’sin'ania 

aam  2.  a = , — : » 

I — /f‘sin‘atn» 

et  on  en  déduit  les  valeurs  suivantes,  qu’a  données  (îudermann  : 

»K'  / 


k I 

sinam  — = — ■ - - — , 
2 v'*  + // 

K k' 

cosam  — = , 


sinam 


si  U 


V 1 


sinam 


Aam  — = 

\2  ,/  sIx—U‘ 


iK'  I 

cos  a III  — = 


’ V^i  -h  h 

/ . / 

iam  • = V I -I-  /i  ; 

2. 


/ , iK'\  I 

sinam  K ± 

\ 2 J ^//, 


jcosam  = jcosam  (h  = + 

= v'/i';  I iain  ( k j = V I— 


aam 


sinam 


/k±(k'\  / , /// 

. /k±/k'\  ,,  / ih' 

Aani(-  ^ )==/,  + 


rosam 
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III.  — De  la  mulliplication  des  arguments. 


Ce  point  important  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
est  si  intimement  lié  à la  théorie  de  la  transformation,  dont 
nous  ne  nous  occuperons  pas  ici,  que  nous  devons  nous  borner 
à l’indication  d’un  petit  nombre  de  résultats. 

En  premier  lieu,  soit  n un  nombre^  pair,  et  posons 

n’ 

m = —, 

2 

on  aura 


sio  am  (nx)  = Rcosam  X nni  X 


sinamx-e  A'sin’amxH-. . .-(-G'sin’""’  nmx 
I + Asiii*  nmx-f.. . -eHsiii“"arax 


n 

( — I )»cosam(«ar)  = 


I -h  A',  cos’amjr-(-, 
1 -H  A,  cos'amx  -t-  . 


-t-  ir,  cos**‘amx 
-H  ll|  cos’"ainx’ 


n 

( — i)’Aaip(nx)  = 


1 + A',  li’amx-)-. 
I H-  .\,i’amx  H-  . 


.-H  H'i  A’"amx 
+ ll,a’"amx 


Soit  en  second  lieu  n impair  et  faisons 


on  aura 


sinam(  nx)=n 


cosam(nx)  = n 


sinamx-i-  rt'sin’  amx  + . . . 4-//'sin""+'amx 
I +«sin*iiin.r-(-. . .-t-  Asin»”anix  ’ 

cosam.r  +n',  cos^'nnx+ . . . +/i',  eos”"*-'  amx 
I -h  rt, cos’amx +... -r- //,cos='"amx  ’ 


A ( „ . ) - n a»»  -r  + . . ■ -4-  a;  am x 

I -t-  0;d’am  X -i-. . /j,A’"amx 


Tous  les  cocfTicients  dans  ces  diverses  formules  sont  des 
fonctions  rationnelles  et  entières  de  A ’,  et  Jacobi  a donné  pour 
leur  détermination  dans  le  cas  où  « est  impair,  le  théorème 
suivant. 

Soitsinamx  = 4i-,  sinam{nx)  = — et  U = — , P et  O 

vA-  V'A-  ^ 
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étant  des  polynômes  entiers  en  u ; si  l'on  Tait 


ces  deux  polynômes  satisferont  à l’équation  linéaire  aux  diffé- 
rences partielles  que  voici  : 

— i)h'z  — i)(a«  — 

+ (•  — = — 4)^' 


Sur  les  fonction*  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 


On  y est  amené  par  la  considération  de  l’intégrale 

« 

F(sinam:c,  cosam  a:,  &amx)</a:. 


/' 


où  F désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  et  qui  va 
maintenant  nous  occuper. 

Soit,  comme  précédemment, 


U = sin  ain  x, 
c = cosamx, 
(v=  Aam  X. 


On  reconnaîtra  d’abord  qu’elle  peut  être  réduite  à la  forme 


A Bc-+-  Ctv  -+- 


OÙ  A,  B,  C,  D sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  quantité  u. 
Il  en  résulte  que  la  première  partie 


demande  seule  un  examen  attentif,  car  à l’egard  des  deux  sui- 
vantes l’intégration  s’effectuera  par  les  règles  relatives  aux  ra- 
dicaux carrés  du  second  degré,  en  prenant  u pour  variable  in- 
dépendante, et  la  dernière  se  trouvera  même  ainsi  ramenée 
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aux  fonctions  rationnelles.  C’est  donc  seulement  dans  l’expres- 
sion J* Adx  que  l’on  peut  s’attendre  à voir  résulter  de  l’inté- 
gration des  fonctions  nouvelles,  et  que  les  considérations 
suivantes  vont  mettre  effectivement  en  évidence. 

Soit 


f et  '|<  désignant  des  polynômes  entiers;  en  multipliant  par 
K — u)  les  deux  termes  de  la  fraction  et  faisant 


= '*■("’). 

Ÿ («)  ^j/ (—  M ) = ■!>(«’)-(- M <!•.{  tt’ ), 
on  décomposera  l’intégrale  proposée  dans  les  deux  suivantes, 


/ 


/ 


m’) 


dx. 


dont  la  seconde  se  ramène  encore  aux  radicaux  du  second  de- 
gré, puisqu’en  faisant  u'=  t elle  devient 


L CliD — 

?•  J *>(  ‘ — ) 


II  y a donc  seulement  lieu  de  s’occuper  de  la  première,  qu’on 
fera  dépendre,  en  décomposant  en  fractions  simples 
de  termes  tels  que 

fu^>dx,  f- — — , 

J J {i  + au' )r 

ou  bien 

/u"du  r (/« 

V'(l  — — A-M')’  J — — 


et  ces  termes  sont  eux-mêmes  réductibles,  comme  on  va  voir, 
aux  cas  les  plus  simples  de  n = i,  /^  = i . 

6*  éd.  II.  29 
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Parlons  en  premier  lien  de  la  relation 

du"  


qui  différenliée  donnera 
(i^  u" 

= ni  {m  — i)  — «i'(i  -h  /,’)  M«-|-  /n(m  i)  A 

En  intégrant  par  rapport  à x les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, on  trouvera  cette  formule  de  réduction 


f/«" 

ni  — I 
i/x 


nr-'^dx  — ni'{i  +h 


’>/"■ 


dx 


-h  «J  ( m -f- 


tr+'-dx. 


qui  montre  commentée  proche  en  proche  on  ramènera  l’inté- 
grale proposée  ou  m=ïn,  aux  seuls  cas  de  n = o,  n = i. 

Le  premier  donne  un  terme  proportionnel  à la  variable,  et 
c'('st  le  second  qui  conduit  à un  nouvel  élément  analytique, 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

En  introduisant  comme  facteur  constant  le  carré  du  module, 
nous  poserons 

7,{x)=J'  A’sin’am x</ar, 

ce  sera  ce  que  l’on  nomme  cl  ce  que  nous  appellerons  doré- 
navant \a  fonction  de  seconde  espt‘ce. 

Parlons  en  second  lieu  de  la  relation 


= (^P- 

— (2/7  — 
-f-(2/7  — 

— (2/7  — 


2) 

3)(. 


1-+-/.’  , /. 


a 

2 -t-  2 h' 


AA  r dx 
aV./  (!—»«’)/■ 

' } J (l  — a«’)C- 


"èl 

a' 


51  r 


1—3 
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qu’on  trouvera  identique  par  la  dilTérentiation.  Il  est  clair  que 
de  proche  en  proche,  elle  fait  dépendre  le  cas  le  plus  général 
des  trois  suivants  où  l’on  suppose  p = — i,  p=zo,  p=i.  Le 
premier  nous  ramène  à la  fonction  de  seconde  espèce,  le  se- 
cond donne  un  terme  proportionnel  à la  variable:  c’est  donc 
seulement  le  dernier  qui  met  encore  en  évidence  une  fonction 
nouvelle,  que  nous  étudierons  sous  la  forme 


au  lieu  de 


En  faisant 


/ 

/ 


A tt'dx 

I — au‘ 


dx 
I — a 


a = A-’sin’am  n, 


A = 


* d»  I,  ■ 

— J-  «■’sin  anirt  cosam  a Aama, 
a da 


nous  poserons 


n(x,a 


U 


A’sinamacosamaAama  sin’ama:.<fa: 
I—  k*  sin’amasin’amx 


et  cette  expression  sera  désormais  pour  nous  la  fonction  de 
troisième  espèce. 


I.  — Expression  par  ^(x)  des  fonctions  de  seconde  et  de 
troisième  espèce. 


Nous  avons  précédemment  établi  la  relation  suivante 

/ 1 . »,  sinama: 

sin  amj:(sln’amx  -1-  A ) -+-  B 


= C 


H(x  — a,  ) H(x  — a,)  U (x  — a,) 


0>(x) 

OÙ  les  coefficients  A et  B s’expriment  par  a,  et  a,  en  posant 

, ...  . > , „ t/sinama, 

sin  am  a,  ( sm'  am  a,  -t-  A ) -I-  B -j = o, 

a 0t| 

_ rfsinama,  . 

sinama,(sin’am  a,-)- A)-+-B ^ =o. 

a.j. 
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Soit 
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et  par  suite 
d'après  la  condition 


«1  = — <x,=  a. 


»j=  o; 


«I  “h  *3  «J  — ü 


on  trouvera 


B = O,  A = — sin’amcr. 


et  par  conséquent 
sinamx 


, • , „ . , X ^11  (x  + rt)  H (x  — a)  H(x) 

(sm’amx — sin’ama)=-C — ^ — -y — r — i 

© (X) 


Déterminant  C en  faisant  x = o,  il  viendra  enfin 

©’(o)H(x-f-a)H(x  — a) 


sin’  am  X — sin’  am  a = 


A‘0’(x)©’(a) 


Cette  relation  importante  prend,  si  l’on  change  a en  a + i K', 
cette  nouvelle  forme 

, ©»(o)e(x-|-a)©(x — a) 

© (x)©>(«) 

à laquelle  on  parviendrait  encore  d’une  autre  manière  en  em- 
ployant l’identité 


I H(x-i-a)H(x  — a] 
k ©(x-ha)©(x  — a) 


= sin  am  ( X 4-  a ) sin  am  ( X — a ) 

sin’amx  — sin’ama 

I — fr’sin’amasin’amx 


Elle  donne,  en  prenant  les  logarithmes  de  deux  membres, 

log  ( I — A’sin’ama  sin’amx)  = log©’(o)  -t-  log©  (x  a) 

4-  log  0 (x  — a)  — 2 log  © (x) 

— a log  ©(a), 

et  de  là  on  tire  immédiatement,  en  différentiant  par  rapport  à 
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n et  en  intégrant  ensuite  par  rapport  à x, 


’ sin  am  a cosam  a A atn  a sin»  am  xdx 
I — k’  sin’am  a sin’am  x 


= n{x,  a) 


— X 


e'(«) 

e(a) 


e(a: — 'a)_ 
0 (x  -f- a) ’ 


c’est  l’expression  analytique  découverte  par  Jacobi  de  la  fonc- 
tion de  troisième  espèce.  En  divisant  par  a et  supposant  en- 
suite a = p,  on  en  déduit 


où  l’on  a posé 


fr’sin’amx(/x  = 


Z(x) 


= Çx 


e'(x) 

0(x)’ 


_ gg— 4g‘-j-9?*— ... 

i — 2q-\-2q'  — — ...  ’ 


c’est  l’expression  donnée  également  par  Jacobi  de  la  fonction 
de  seconde  espèce  et  qui  va  nous  conduire  aisément  à ses  pro- 
priétés fondamentales. 


II. — De  la  fonction  Z(x). 

La  première  de  ces  propriétés  est  de  n’avoir  qu’une  seule  et 
unique  détermination  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de 
la  variable.  C’est  aussi  ce  qui  résulte  directement  de  la  consi- 


dération de  l’intégrale  J A"’ sin*am  arfx.  En  effet,  pour  r 
quelconque  des  racines  de  l’équation 


une 


siti  am  Z 


savoir 

a = a OT  K -+-  ( a m'  I ) I K', 

le  résidu  correspondant  de  A’sin’ama,  c’est-à-dire  le  coeffi- 
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cienl  de  - dans 

C 

A-'sin’am  [2»i  K -(-(am'-i-  i)  «]  = 


siii’um  ( 


s’évanouit,  car  sin’anii  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  t dans  son  développement.  L’intégration,  quel  que  soit  le 
chemin  décrit  par  la  variable  z,  ne  donnera  donc  qu’une  seule 
et  U nique  détermination.  Nous  pouvons  ainsi  poser  sans  aucune 
ambiguïté,  en  adoptant  les  dénominations  de  M.  Weierstrass, 

.K 

J = I sin’amx</x, 

t'o 


ij’=  I 

i'k 


A"’  sin’am  x</x. 


Ces  quantités  se  nomment  /es  fonctions  complètes  de  se- 
conde espèce  et  sont  liées  à K et  K'  fonctions  complètes  de 
première  espèce  par  la  relation  que  nous  avons  déjà  men- 
tionnée : 

KJ— K'J=- 

2 

et  que  nous  allons  maintenant  démontrer. 

A cet  effet,  faisons  successivement 

z=zK, 

3=K-4-iK', 


dans  l’équation  fondamentale 

Z{x)  =-Kx  — 


W'(.r) 
e(.r)  ' 


La  première  substitution  donnera  tout  d’abord 

J = i;K, 


car  on  a 


e'(K)  = o. 
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Pour  la  seconde,  nous  partirons  de  la  relation  donnée  p.  384  '• 
©i(x  + iK')  = 


et  d’où  l’on  tire  ; 


(r 


loge, (a:  -f-  »K')  = logH,(^)  — (2x-f-  /V). 

En  différentiant  par  rapport  à x,  on  en  déduit 

e*,  (j-  + tK)  _ H'i  (x) _ 

e,  { x H-  » R'  ) M,  ( X ) 2.  U 

Maintenant  si  l’on  fait  x = o,  la  dérivée  de  la  fonction  paire 
H,(x)  s’évanouissant,  il  viendra 

e',  (/K')  _ e'(K  + tK')  _ _ ^ 
e,(iK')  ~ e(K-i-/K')  “ aK' 

On  en  conclut 

Z(K-t-/K')  = ;(K-f-iK')  + ^ 


et  par  conséquent 

Z(K-|-«K')-Z{K) 


J’  = 


; Ç K’ H 

2 K 


ce  qui  donne  la  relation  annoncée  en  remplaçant  ( par 

Ces  quantités  J et  J',  lorsqu’on  suppose  le  module  k réel  et 
moindre  que  l’unité,  s’expriment  par  les  intégrales  rectilignes  : 


Jl”  ' h'x'dx 


J'-  r _ 

J\  J(x’ — i)(i — A’xM 


^(x’ I ) { I — A’x') 

et  l’on  a,  comme  pour  K et  K',  ces  deux  séries  : 

J = : J, 

2 

J'=Jlog|+  . -O- J,)_  ’ ( J_  J,)  _ " ( J-J,)-. 
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en  feisaiu  : 


Voici  maintenanl  la  propriété  de  la  fonction  de  seconde  es- 
pèce qu’on  doit  regarder  comme  caractéristique  et  qui  justilic 
son  introduction  à titre  de  nouvel  élément  analytique  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques;  elle  consiste  dans  les  rela- 
tions : 

Z(x-!-2K)  = Z(x)-(-2J, 

Z (x  -H  2 /K')  = Z(x)  -t-  2 l'J'. 

Ces  relations  qui  découlent  immédiatement  des  équations  fon- 
dameiiiales  : 


e{j--h2K):=©{x), 

0(2:H-2|K')  = — P){T)e  , 

en  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques,  donnent  en  effet 
la  notion  d’un  nouveau  genre  de  fonctions  qui,  étant  uni- 
formes, se  reproduisent  avec  l’addition  d’une  constante  lors- 
qu’on augmente  l’argument  des  quantités  2 K et  21K'.  Plus 
tard  on  verra  le  rôle  et  l’importance  de  ce  caractère  qui  n’esl 
plus  la  double  périodicité,  mais  qui  s’y  rattache  d’une  ma- 
nière étroite. 

On  y parviendrait  d’ailleurs  encore  autrement,  en  partant  de 
l’équation 

Z (ar  -f-  a ) = Z (x)  -i-  Z (rt)  -f-  ^ ’ sin  am  JC  sin  am  a sin  am  (x  -|-  «), 

c’est-à-dire  du  théorème  de  l'addition  des  arguments  dans  lu 
fonction  de  seconde  espèce,  que  Jacobi  démontre  comme  il 
suit. 
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DilTéreiiUons  par  rapport  à x l’équation 


, , e(rt)  — «) 

' ’ ’ e(rt)  2 '^e(ar-+-a) 


il  viendra 


/i‘sinam«cosama  Aamrtsin’am  jr 
I — k’  sin’am  a sin’  am  x 

s'(rt)  , I s'{x — a)  ie'(x-+-rt) 

0(a)  ”*”2  e(  a:  — a)  2 «(j?-t-a) 

= — Z(a)4-  iZ(or-t-a)  — — a), 

d’où,  en  permutant  x et  a, 

A’sinamxcosamarAamarsin’ama 
1 — /r’sin’am  a sin’am  x 


= — Z(x)-+-^Z(x  + a)-|-^Z{x  — a); 

or  ces  relations  ajoutées  membre  à membre  donnent 
4r’sinamxsinama sin am(x-f-a)  = Z(x  -t-  a) — Z(x)  — Z(a). 


III.  — De  la  fonction  ll(x,  a). 


On  considère  comme  l’une  des  plus  belles  découvertes  de 
Jacobi  cette  expression  de  n (x,  a)  où  Hgurent  deux  quan- 
tités, l’argument  x et  le  paramètre  a,  par  la  relation 


Il(x,  a)  = 


x«:(a) 

H(a) 


-i-^log 


0(x  — a) 
e(x-t-a)’ 


dans  laquelle  n’entre  que  la  seule  fonction  e avec  sa  dérivée. 
Il  pourrait  même  paraître  inutile,  à cause  de  la  simplicité  de 
cette  expression,  d’introduire  avec  une  désignation  spéciale  et 
comme  un  élément  analytique  propre  la  fonction  de  troisième 
espèce.  Cette  désignation  cependant  est  consacrée  par  les  tra- 
vaux de  Legendre  qui  ont  précédé  la  découverte  de  Jacobi, 
et  nous  l’emploierons  dans  les  énoncés  des  propositions  sui- 
vantes. 
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A.  — Echange  de  l'amplitude  et  du  paramètre. 


L'équation  fondamentale  donne  immédiatement 


n(r,  rt)  — n{a,  x)  = X 


(«) 

(«) 


e'(^) 


ou  bien  encore 


n(Ær,  «)  — n {a,  x)  = aZ{x)  — xZ{a) 

en  introduisant  la  fonction  de  seconde  espèce.  Cette  propriété 
peut  être  établie  directement  et  étendue  aux  intégrales  d’ordre 
supérieur  par  la  méthode  suivante  qu’a  encore  donnée  Jacobi. 
Soit  i)>(a;)  un  polynôme  de  degré  quelconque  en  x et 


¥{x,  a)z=  C —^LH 
J O (x  — a 


dx 

)v^ 


la  différence  F(j-, a) — F(a,ar),  ou  bien  la  somme  des  inté- 
grales 


adx 

(x  — a)  SfX 


r"  sj^da 
Jo  (x  — a)  \fÿâ 


peut  être  remplacée  par  l’intégrale  double 


[{  ÿ'x  4-  if'a)  (x  — rt)-f-  2ça  — -xifX 
2 (x  — a )’ 


]• 


Or  on  trouve  aisément  que  la  quantité  placée  entre  paren- 
thèses est  une  fonction  entière  de  x et  de  a,  de  sorte  que  l’in- 
tégrale double  se  ramène  à une  somme  de  produits  tels  que 


Le  cas  des  intégrales  elliptiques  résulterait  évidemment  de 
là,  en  posant 

çx  = (i  — x')(i  — A'’x) 


et  prenant  pour  variables  x et  a,  les  quantités 


I 

A"’  sin’amx 


et  sin'amn. 
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B.  — Des  fonctions  complètes. 

Supposons  successivement  dans  l’équation  précédente 
n(a;,  a) — n{a,  x)  = a7.(j:}  — xZ{a), 
ar  = K et  a:=K-)-jK'; 

en  observant  qu'on  aura 

Il  (rt,  K)  = O, 

n(rt,  K-(-/K')  = o. 

on  en  conclut 

n(K,a)  = «Z(K) — KZ{a) 

= flj— KZ(a) 
et 

ii(K-)-  iK')  — ri(K)  = laJ'  — jK'Z(a). 

Telles  sont  les  valeurs  des  fonctions  complètes  ou  bien  des 
intégrales  définies 

r A'’sinamacosama Aamasin’amxt/x 

Il  { K ) = I 5 : : ) 

Jg  I — A”sin’amasm’ama' 

n(K-f-iK')  — li(K) 

•i-eiK  ^jginama cosamaAamasin’amxrfx 
I — /i’sin’amasin’am.r 

Si  pour  un  instant  on  les  désigne  respectivement  par  11  et  iH', 
on  aura  les  relations 

n ( jr  + 2 K,  a)  = n (æ-,  a)  + 2H, 

Il  (x  4- 21  K',  a)  = Il  (.r,  a) 21  H' 

et 

. K 11'  — Il  K'  = 

2 

Mais  nous  observerons,  à l’égard  de  la  fonction  de  troisième 
espèce,  que  l’intégration  introduit,  en  modiHant  le  chemin 
décrit  par  la  variable,  un  multiple  entier  positif  ou  négatif  de 
TT  — I,  de  sorte  que  ces  relations  n’ont  lieu  que  pour  certains 
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modes  d’intégration,  tandis  que  les  relations  analogues  relati- 
vement à la  fonction  de  seconde  espèce  n’exigeaient  aucune 
restriction  de  cette  nature. 

C.  — Addition  des  arguments. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  nombre  impair  d’argu- 
ments a,,  a,, , a»+,,  liés  par  la  relation 

-f-  -f-  . • • -t-  = O ; 

réquation  fondamentale 


n{x,  a)  = X 


e'(«) 

B[a) 


1 , e(a*- 

- log  — 

2 " e (x 


donnera 


«m+i,  a) 

e(ai  — a]B[a,  — n) . . . e(ai.+i  — a) 

a) 


2 ’®^e(a,-t-a)e(a,-t- rt)  ..0(a,„+ 


Cela  posé,  je  dis  que  la  quantité  sous  le  signe  logarithmique 
s’exprime  rationnellement  par 


(A) 


sinania, , 


sinama,,..  , sinam 


D„sinama,,  D_  sinama,,  D«.  ^,sinama»+i. 


Rappelons  à cet  effet  qu’en  désignant  par  f{x)  etf,  (x)  deux 
polynômes  entiers  en  x des  degrés  n et  n — i et  faisant 

ç(x)  = sinamx/(  sin’amx)  + I)xSinamx/|(sin>am.T), 

nous  avons  obtenu  (p.  43 1 ) la  relation  suivante 

AH(x  — a,)  H (x  — a,).  . . H (x — a„+|) 
’ 

OÙ  les  coefficients  des  polynômes  f et  /,  doivent  être  déter- 
minés par  les  équations  linéaires 

y(a,)  = o,  Ÿ(a,)  = o,.,.,  (f(a„)  = o, 

et  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  ( A ). 
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Cela  posé,  en  changeant  ;r  en  — x,  on  en  déduit 


?(— ^)  = 


AH  ( .r  + g,  ) H ( .r  4-  a,  ) ■ • ■ H ( jr  + a„4.i  ) 


et  il  en  résulte 


y(-r)  . 
?(— ^)  ' 

Or,  en  faisant 
d’où 


H(x  — g,)  H ( J — g,) ...  Il  (x  — g;.-n) 
H(a:-Ha,)H(j:-)-a,). . . II(a:4-  g„+,) 

X — a-\~  i K', 


sinama:=  y—. ^ 

/l'sin  am  a 


la  quantité 


D,sinam^  = 


I)gsinamrt_ 
A-sin’ama  ’ 


H ( r — g,  ) H ( X — a, } . . . H ( .r  — ) 

11  (x4-*i)  H (x-t- g,)  . . Il{x  4- a„+,) 


deviendra  précisément 


e(fl  — a,)a(fl  — a,)  . ■ ■ €){a  — ai,+i  ) 
0(a4-ai)B(u  + a,  «.n+i  ) 


Elle  s’exprime  par  conséquent  comme  il  a été  annoncé,  ayant 
pour  valeur  la  quantité 


I - / 1 \ /D.sinamaX  _ / 

A'sinama*'  \A’sin’ama/  \ /i  siu’am  a / ‘ \ 
, ' f(  ■ \ I /D.sinaù77yT7 

/rsinama  \A’sin’ama/  \ A siii’ama/ \ 


I 

yr’sin'ama 

I 

A'sin’ani  a 


) 

) 


qu'on  ramène,  en  multipliant  haut  et  bas  'par  sin’”'*"  am  a,  à la 
forme 


sinam  aF  (sin’am  a) — D.sinamaF,  (sin’ama) 
sinam  aF(sin’ama)  + D«sinamaFi(sin’am  a)’ 

F (x)  et  F, (x)  étant  comme  /(x)  et  /,  (x)des  polynômes  de 
degrés  n et  n — i en  x. 

On  peut  donc  écrire,  en  remplaçant  l’argument  g,.>i  par 
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— {a,  -I-  a, -H ...  4-  a„),  l'équalion  suivante 


n(«,,  rt)4  ii(a„  rt)-4 . . . -+-n(a,„  a ) 
= n ( a. a,  + ...  + a) 


-log 


sin  ama  F(sin*am«) — D.sinamaFi  (sin»amg) 
sin  am  a F ( sin’ ani  a ) 4-  D.  sin  am  a F,  { sin’  am  a )’ 


c’est  le  théorème  de  l’addition  des  arguments  sous  la  forme 
trouvée  par  Abel. 


D.  — De  différentes  fonctions  analogues  à la  fonction  île 
ti'oisiéme  espèce. 

D’importantes  questions  de  mécanique  conduisent  souvent 
à réduire  aux  fonctions  e des  intégrales  semblables  à la  fonc- 
tion de  troisième  espèce  et  qui  s’y  ramènent  par  quelque  sub- 
stitution simple;  aussi  Jacobi,  dans  son  mémorable  travail  sur 
la  rotation  des  corps,  a-t-il  jugé  nécessaire  de  donner  le  ta- 
bleau suivant,  qui  offre  la  réunion  complète  de  ces  diverses 
intégrales  ainsi  que  leurs  expressions  sous  la  forme  la  plus 
simple  par  les  fonctions  e. 


1. 


2. 


A ’sin  am  a eus  am  a A am  « sin’am 
O I — A-’sin’amasin’amx 


-^ilog 


e(x  — a) 
e(x  -(-  fl) 


X*A^*sin  am  fl  cos  am  a cos’  am  xdx 
Aama(i—  A-’sin’amflsin’amx) 


(fl) 

JO  - ■ — 

0(fl) 


e (x  — fl) 
e(x-i-rt) 


3. 


X 


langama  AaniaA’amxrfx 
I — /r’sin’am  a sin’am  x 


e(x-fl)^ 
U, (fl)  a "^e(x-l-fl) 


jÇ*  AamacotamflÆlx 

P I — /r’sin’amasin’amx 

Jr^sinama  cosamaAamaJx 
Q sin’am  a — sin’amx 


H (fl)  2 °e(x4-a) 


X 


e'(g) 

e(fl) 


+-^log 


H (fl  -t-  x) 
il  (a  — x) 
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r 

*'o 


A’ani  jTf/x 
sin’aniÆ') 

_ I H {a  + j) 

e,  (a)  2 H (a  — x) 

langama  Aamacos’am  xt/x 
sin’am  a — cos’am  x 


H’,  (a) 


f 


I , H (a  + JT) 


H,  (a) 

Aania  cotama  sin’am  xf/or 
sin’anaa  — sin’ama: 

II' (a)  I , II(a+  ar 


I I II (a- 


Il  nous  suffira  d’observer,  pour  qu’un  puisse  immédialemeni 
les  démontrer,  que  les  équations  2,  3,  4,  se  déduisent  de  la 
première  en  y changeant  successivement  ar  et  a en 
X -f-  Iv,  a -f-  K 
•ST  -f-  K /K',  a -f-  K “4—  i K', 

X “4“  iK',  a— j— iK'. 

Ces  quatre  équations  ainsi  obtenues,  on  en  tire  les  quatre 
suivantes  par  le  changement  de  x en  »K'  (*). 

Des  fonctions  de  H.  Weierstrass. 


Il  a été  déjà  remarqué  que  sinamar,  cosamx,  Aamx,  pou- 
vaient, pour  des  valeurs  de  x moindres  que  l’unité,  être  dé- 
veloppés suivant  les  puissances  de  cette  variable  en  séries 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  et  à coeflî- 
cients  rationnels  de  A’.  Il  en  est  évidemment  de  même  de 
sin’ama:,  de  la  fonction  de  seconde  espèce 

Z{x)—  J"  k'sin'amxdx. 


(*}  Si  l'un  r<>préftente  par  j Fxdr  l'uno  qaelconqite  tlcâ  huit  formes  üe  la 

fonction  de  troisième  espèce,  Fx  aura  pour  périodes  et  K',  et  les  expres- 
sions précédentes  s’obtiendront  immédiatement  k l’aide  d'iino  expression  (;éné> 
raie  des  funcUons  doublement  périodiquea,  qui  sera  établie  à la  Hn  do  cette  Note, 

aaToir:F.x)  = C-t-ER||^^--^ï  les  quantités  Ç désignant  les  racines  de  l’é- 
quation = 0,  et  R les  résidus  correspondants  de  F x). 
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de  son  intégrale  I Z{x)Jx  et  meme  aussi  de  l’expression 

•/O 


• O 

e 

mais  tandis  qu’à  l’égard  de  sin’amx 

les  développements  ne  subsistent  que  pour  des  valeurs  de  la 
variable  dont  le  module  est  inférieur  à l’unité,  l’exponentielle 

— f Z (•>^)  dx 

• O 

€ 

conduit  à un  développement  convergent  dans  toute  l’étendue 
des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  dea:.  Effectivement  l’équation 


, Z{x)  et  r Z 
Jo 


(x)  dx 


Z(x)  = t,x  — 


donne 


e'x 

Bx 


-r-M.) 


dx 


tx* 


0(0) 

Voici  donc  une  propriété  bien  digne  d’attention  de  la  fonction 

- — I 

e(x)  de  se  changer  par  l’introduction  du  facteur  e * 


0 O 


en  une  nouvelle  fonction  où  l’argument  est  sorti  du  signe  co- 
sinus et  où  figure  directement  le  module  fr’  à la  place  des 


K' 

— »-ÎT 


périodes  et  de  la  transcendante  q =e  . Les  mômes  choses 
auront  encore  lieu  évidemment  à l’égard  de  ces  trois  autres 
fonctions  : 


sin  am  a:  e 


U -y)  » 

e(o) 


-r 


Z(x)dx 


cosam  X e 


_ H,(x)  /T~ 

0(0)  V^’ 


Aam^  e 


- r*Z(*)<tr  _Çx| 


0.(^) 

e(o) 


Digitized  by  Google 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


45? 


Il  en  résullc  qu’à  côté  des  développemenls  périodiques 


, 9.Kx I ^.y^gsinar  — 2v'5’siii  3 X + 2 J'(y”sin  5x  — ... 

sinârn — —=  — • — y 

n ^ I — 2ÿCÜS2^-l-2^*COS4A' 2^*C0S(>2T ... 

cosam  i //''2v^çcosj-4-2v’'9’cos3æ‘+2('</’'cos5j:  + ... 

TT  V I — 27COS2X  + 2^‘Cüs4.2^ 2.</'C0SÜX-t-...’ 

2Kx  rr,  I -H  2OC0S2X-4-  2«‘cos4x-|- 2«-’cosGx-t-... 

A am  — - = V" ' 7 ^ » 

ir  I — 2çcos2x-f-2ç‘cos4x+2ry’cost>r-(-... 

on  voit  s’offrir  un  aulrc  mode  de  représentaiion  où  les  fonc- 
tions doublement  périodiques  sont  exprimées  jiar  des  quo- 
tients de  séries  rationnelles  en x et  A’,  et  convergentes  quelles 
que  soient  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ces  deux 
quantités.  Abel  avait  entrevu  et  rapidement  indiqué  la  possi- 
bilité de  ce  nouveau  mode  d’expression  des  fonctions  ellip- 
tiques, mais  c’est  à M.  Weierstrass  que  revient  l’honneur 
d’avoir  mis  dans  la  science,  au  lieu  d’un  simple  aperçu,  une 
théorie  profonde  qui  conduit  directement  à ces  nouvelles 
fonctions,  non-seulement  dans  le  cas  des  transcendantes  ellip- 
tiques, mais  pour  les  transcendantes  abéliennes  à un  nombre 
quelconque  de  variables.  Ne  pouvant  exposer  ici  les  principes 
dont  cet  illustre  géomètre  a tiré  ces  grandes  et  belles  décou- 
vertes, nous  nous  bornerons,  et  sans  sortir  des  fonctions 
elliptiques,  aux  indications  suivantes. 


I.  — Déjinilion  des  quatre  fonctions  Al(x).  — Equations 
différentielles. 

Afin  de  rattacher  immédiatement  ces  fonctions  aux  quatre 
fonctions  ©(x),  nous  poserons  : 

Z(x)ir. 

Al  (^)  = Z'  ^ 


(A) 


(j*  éd.  I). 


sin  am  x = 
cosam  X = 

Aamx  = 


Al(x), 
Al(x)’ 
A 1 ( X ), 
Al(x)’ 

Al(^), 

Al(x)’ 


< 


3o 
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(B) 


ç-'* 


c-r’ 


k\(r),z=e  ^ 


•e( 

X') 

«{ 

^)’ 

■Il( 

X) 

0( 

O) 

11.1 

(-C) 

(-)( 

'•) 

üd 

X) 

e(o)  ^ ' ' 

Des  relations  {A)résuUent  en  premier  lieu  celles-ci  : 

Al>{x),  = Al»(ar)  — Al’{ar),, 

Al'(^),=  Al«(.r)-^>\l’(;r),. 

Nous  déduirons  ensuite  des  égalités 

— J*  Z{x)dT 


Al  (x)  = e 
Al(x), 


Al(x) 


sinani(x). 


deux  équations  différentielles,  en  prenant  d'abord  les  secondes 
dérivées  des  logarithmes  des  deux  membres,  ce  qui  donnera 


r/’log  A 1 (x) 
f/(x)’ 


: — /l’sin’amx 

_ /f> 

Al>(x) 


et 


</MogAl(x)i  rf’logAl(x) rMogsinarnx 

</x’  l/.T^ 


(/x* 

= /f'sin’anix 


sin-'amx 
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d’oil,  à cause  de  rc(|uation  précédente. 


!uf;  A 1 ( J"), 
(Ix' 


I 

sin’am 


A 1’  (^) 

A P {•*■).' 


A’oici,  en  développant,  les  éipiations  différentielles  qui  on 
résultent  : 


A I jx) 
ilx‘ 


I dWjx),  > 

L ^/.e  ^ 


-t-  /,' AI>(.t),  — O, 


+ V P(.i  ) = O, 


On  aurait  d'une  manière  analogue,  ou  emnine  conséquence 
des  relations  algébriques. 


^ A 1 ( .r  ), 
(ai  (a  ), 


//’  Al(.rb 

(/’  A 1 (.r), 
dx- 


4-  AI'{.c),  = o, 

/l’  A l’(.r),  = O. 


r 

Ces  relations  importantes  que  M.  Weierstrass  tire  immédiate- 
ment des  équations  de  déiinition  : 


^/siti  am  X 

dF~~ 

d COS  amar 
dx 

f/  ^amx 
dx 


— cos  am  X A am x, 

~ — sin  ama:  Aam.r, 

= — /l’ sin  amx  cosama- 


et  par  une  méthode  qui  s’applique  aux  transcendantes  abé- 
liennes  les  plus  générales,  peuvent  alors  par  une  nouvelle  mé- 
thode conduire  aux  fonctions  0,  ou  servira  démontrer  direc- 
tement qu’elles  définissent  des  fonctions  développabies  suivant 
les  puissances  de  la  variable  en  séries  indéfiniment  conver- 
gentes, et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
de  A’  à coefficients  rationnels.  Toutefois,  pour  effectuer  les  dé- 
veloppements, on  suit  une  voie  différente  et  plus  simple  dont 
voici  le  principe. 

3n. 
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II.  — Équations  aux  différentielles  partielles.  — Formules 
de  développement. 

Une  analyse  un  peu  longue  pour  que  nous  puissions  la  rap- 
porter ici,  a conduit  M.  W cierslrass  à ces  équations  linéaires 
aux  différences  partielles,  savoir  : 


dx 


dk 


-I-  2 kh  A l(;r  ),=o. 


dk 


Ces  relations  importantes  sont  éminemment  propres  aux  déve- 
loppements en  séries,  et  on  en  tire  les  formules  suivantes. 
Suit,  en  désignant  le  produit  i.a.3...  n par  ni. 


Al(ar)  = I — — • 

A i(x),  = I — “i  fi  ~ ' 

Al(x),  = I — D,  -t-  D,  ^ . 


..  A,  ...(•), 

..  -4_{_,y»B,- 


' ( 2m)l 

jy  îlW^t 


. +(— n-c,, 


i)"D, 


( 2m-t-i  )1 


2/n)I  ’ 


(2ni)I 


(*)  Le  terme  en  x*  manque  dans  ce  dcTeloppemenI,  comme  on  le  voit  h 

- I 

priori  par  l’eiprestion  e *^o  où  ta  série  en  eiposani  commence  par 

un  terme  en  x‘. 
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on  aura, 

A,  = aA’, 

A.  =8(A-»4-A-^), 

A,  =32(A^’  + A*)  + 68Ar*, 

A,  = i28(A-»-+-A') + 48o(A*-»-*^), 

A,  = 5i2  ( A’  4-  A^'*)  4-  3oo8(  A'  4-  A"*)  4-  54ooA^, 

A,  = 2o48  (A-* 4-  k»)  -t-  i:4o8(  k*  4-  A-")  4-  49568  (A*  4-  A‘), 

A,  = 819a  (A'*4-A-")  4- 96232 (A^  4-  A-")  4-  3g552o  {k*  4-  A'*) 
4-  603376  k' , 

A,  =32768  (A‘’4-Ar“)  4-  4997I2{A‘*4-A'“)  4-  2853888  (A^ 4- A'’) 
4-5668096  (A'4- A"*), 

A„=i3i072(Ar’4-Ar'*)-l-253952o(A^-f-Af'*)4- 19097600(^*4-^") 
4-38i53728(  A*4- A’’) -1-42090784  A'", 


Bi  = I 4-  k', 

Bj  ^ 1 4“  Ar*  4-  4 Ar*, 

B,  = i 4-A*  4-9 (Ar* 4- Ar*), 

B,  = I 4-  A-*4-  i6  (A"’  4-  A*) — 6Ar*, 

B,  = I 4-  A"  4-  25  ( A-’ 4-  A-*)  — 494  ( Ar*  -t-  **>, 

B,  = I 4- A-'*4-  36(A»-(-A-'*)  — 5781  (A‘4- a-*)—  12184  a*, 

B,  = I 4- Ar'*4-49{Af’-l-A‘’) — 55i']3{k*-hk“}—  i796o5(A* — A'*), 
B,  = I 4- Ar‘*4-64(A’4-A''*) — 5o2892(A‘*4-A''’) — 2279488(Ar*4-A‘") 
— 3547930  A'* , 

B,  =i4-Ar'‘4-8i(Ar’-hAr“) — 45375oo  (A*4-A")— 27i98588(/r'4-A‘'*) 
— 5g33 1 498  ( A • -4-  A"'*  ). 

B|,=  1 4-  A” 4-  100  ( A‘*  -1-  A"'*)  — 4®656"  1 5 ( A'*  -4-  Ar'*) 

— 3i38oo8o(A*4-A‘") — 909oi527o(A*4-A'‘*) — 1 278530866  Ar'*, 
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C,=  ., 

Cj  I -f—  2 II'  J 

^ > + 6 -f-  8 /i  ‘ , 

C(  = I + I 2 /)  » -(-  (>0  ^ * -f.  ‘ , ' 

^'»=  ' -f-  20^’ -4- 348^-* -H  448/i‘-t-  tot%h’, 

' + 3o/i>-t-a372/,<4-  46oo/,*4-  2.88o/i*  4-  5i2  A'*, 

C,=  i-t-42^’4-  i93o8/r'4-5i8r6^"-f-45o24/.-4- i6896A'" 

4-  2o48â^”, 

C,=  I 4-5(î/.'4-  i(jp32o/.*4-628o64A‘4-7572Ü4/,‘4-37og4î/f'" 

4-  <j3i84/i'^4-8igïA", 

7^/*’+  i5i5368A‘*  4-  7594592/1*4-  12998928/1* 

4- 9 1 00288 /,  " 4- 27  25888 /f ' > 4- 4g  1 520 /,  " 4-  327(;8 /, '* , 

^'*~  ' 4-go/r’4-  >362.348oA‘4-8»)348o8o/i‘-t- 21  iü644ti°A‘ 

4-  2 19381824/.  "4- 100242944 /i”4- 18450432/1" 

-f-  25o6752A"4-  131072/.", 


D,  = /,% 

D,  = 2 /.  ’ 4-  /.  *, 

I)3  = 8/.>4-6/.•4-/.^ 

1),=  32/.*4-6o/,*4-  i2A*4-/.*, 

1*1=  128/1’  4-  448/.  ' 4-  348 /f*  4-  20  A*  4-  A ", 

Di  = 5i2  A’4-  2880/1' 4-  4600/1^  4-  2372/1'  4-  3oA  " 4-  A", 

I),=  2o48A*  4-  iGSgGA'  4-  45o24A*  4-  5i8i6/,«  -t-  69308/," 

-1-42/,'’-+-/,", 

I).=  8192  A’ 4-1)3 184  A'  4-  370944  A “ -f-  737264  A* 4-  628064/,  " 

4-  i(’>932o/.'"4-5G/.'"4- A", 
1),=  327(18  A’ 4- 49 '520 A'  4-  2725888/1*4-9100288/,* 

4- 1 291)8928 A 4-  7594592 A "4-  i5i53()8A"4-  72  a "4-  A", 
l*n=  i3io7'2A’4-  25o(>752A‘4-  i845o43a/r*4-  100242,944 A* 

4-  2 1936182,4 A "4-  21 106.4400  A"4-  89348080/," 
4-  1 3623480  A " 4-  90  A " 4-  A '*, 


Mais  les  équalions  au\  différences  partielles  ne  servent  pas 
seulemerila  faciliter  le  ralcul  dont  nous  venons  de  rajiporter  les 


Digiiized  by  Google 


DES  POMCTIONS  ELLIPTIQUES.  4^3 

rcsullals  d’après  M.  Weiersirass,  elles  domieiit  encore,  par 
exemple,  une  démonstration  facile  des  équations  suivantes,  qui 
se  rapportent  à la  transformation  du  premier  ordre,  savoir  : 

I Al  (/r.r,  =Al(x,  /.), 

Al  (Ax,  =/,-Al(:r,  /!  ),, 

Al  (^kx,  jj^=Al(o.-,  /,)„ 

AI  (^kx,  ^ =AI(x,  k),, 

JT* 

Al(ix,  k')  = e*  Al {jr, /i  ),, 

x' 

AI(/ar,  k"),  = ie^ \\{x,  k),, 

i' 

A 1 ( ix,  k'  ),  = 1 ( T,  k ), 

X* 

\ Al{/>,  k'),  = e'‘  Al(ar,  A ),. 

Nous  remarquerons  enfin  qu’en  passant  ainsi  des  fonctions 
0(j:)  à Al  (x)  qui  ont  perdu  tout  caractère  périodique,  les 
A\{x),  Al(x),  Al(jr), 


quotients 


Al(x)’  Al(x)’  Al(x) 
double  périodicité  en  vertu  des  relations  suivantes,  consé- 
quence immédiate  des  équations  (B),  en  se  rappelant  qu'on  a 


se  trouvent  posséder  la 


et 


savoir; 


J 


KJ'  — K'J: 


/ Al(x-i-2K)  = -f- Al(x) 
AI(x-t-2K),  = — AI(x),e-=-'(*-*-‘^\ 
Al  (x  2K),=  — Al 
I A 1 { X -I- a K ),  = + A I ( X ),  e - ^ , 
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I AI(ar-t-a/K')  = — Al(ar)  g- a ‘J '(•«-»-' K'), 
Wi(xH-2/K'),=  — 

1 AI  (x  + 2/K').=  + Al 
1 Al  (x-H  2(K'),  = + Al 


Développements  des  fonctions  elliptiques  en  séries  simples 
de  sinns  et  de  cosinus. 


Voici  un  nouveau  mode  d'expression  analytique  qui  se  dis- 
tingue essenliellemcnt  de  celui  que  nous  venons  d’étudier,  en 
ce  que  la  variable  est  assujettie  à rester  entre  certaines  limites 
déterminées,  de  sorte  que,  ces  limites  changeant,  la  forme  du 
développement  doit  changer  également.  Toutefois,  comme  il 
suffit,  pour  embrasser  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires 
do  l’argument,  d’un  nombre  limité  de  développements  et  que, 
dans  chaque  intervalle  d’ailleurs,  le  développement  convena- 
ble subsiste  quelles  que  soient  les  périodes  ou  le  module,  on 
peut  présumer  que  l’étude  de  ce  mode  d’expression  ouvrira 
également  la  voie  pour  parvenir  aux  propriétés  fondamentales 
des  nouvelles  transcendantes.  C’est  en  effet  ce  qui  a lieu,  et 
on  verra  même  ainsi  s’offrir  naturellement  la  réduction  aux 
fonctions  ellipti(|ucs  de  toute  fonction  doublement  périodique 
unifoi'inc,  c’est-à-dire  la  proposition  de  M.  Liouville  énoncée 
p.  3^9  et  qu’on  démontrera  ci-après.  Mais,  sous  un  autre  point 
de  vue  et  par  le  seul  fait  des  identités  entre  les  séries  et  les 
quotients  de  séries,  on  se  trouve  amené  aux  propriétés  des 
nombres  les  plus  cachées  et  les  plus  importantes,  propriétés 
dont  l’intérêt  s’augmente  même  par  le  lien  si  imprévu  qui  les 
rattache  aux  transcendantes  de  l'analyse.  Nous  nous  bornons 
ici  à cette  indication,  ne  pouvant  entrer  dans  cette  partie  fort 
étendue  de  la  théorie  des  fouclions  elliptiques  et  qui  est  liée 
éiroiicmeni  aux  belles  recherches  que  la  science  doit  à 
M.  Liouville  sur  les  fonctions  numériques. 
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I.  — Première  méthode. 

C’est  celle  qu’indique  nalurellemeni  l’équation  ( ) 

j = A ( 1—590032*4- ç’)(‘—*9‘cos2x-(- 

X (i  — 2 9‘cosa*  4-9‘*) 

En  parlant  en  effet  du  développement  connu 

, • , cos4.* 

— ^log(i— 290035*4-9’)  = 90035*  4- g — - 

,cos6*  . cos8* 

4-9  — 5— 


465 


9‘) 


on  aura 
] 


loge 


■) 


l'aK*^  =consl  — C035*(9  4-  9’-i-9‘-+-.*- 
_£2^(ç>4-ÿ*4-ç-4-.. 

_co^(9,_.  9,_^^,.^  J 

_S£ÿf(ç*4-9''4-9"+-*-). 

4 


ou  bien 


= const 


9C032*  9’ cos 

1 — 9’  2(1—9') 

9‘  cos  8* 

4(«— î') 


9*  cos  6* 

3ÏT^ 


On  en  conclut  les  développements  des  fonctions  de  seconde 
et  de  troisième  espece,  d’après  les  relations 


n(*,  a)  = * 


e'(g) 

0(a) 


1 , e(* — a) 

2 ®®e(*4-a)’ 


Z(*) 


= u — 


e'(2T) 

e(*)’ 


(*  ) Yojet  p.  3Sî. 
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c’est-à-dire  les  formules  suivantes 

/ aKx  2 K«\ 

K «'(  — 1 
2 K X \ TT  ) 

1 

" V TT  ’ n )~ 

77  / 2 K rt  N 

1 

qcosi{x-\-  a) 

, 7’C0s4(x-t-n)  . 

y’ 

“T"  J . . • • 

2(1—  y') 

q cos  2 ( X — n) 

q'  cos  4 { X — a) 

■—y’ 

’•(«  — y‘) 

2 K a‘  \ w / 

_ ['7/sin2<tsin2x  , i77sin4rt  sin4x 

77  /?.  K(j\ 

M . ) 

L >— y’ 

2(1--  y‘) 

et 

^*sin6rtsiii6x 

/ 2Kx\_  ÇIO 

["^sin^.r 

^’sin4-*7  , ç'sintix  , ~| 

2 77  V 77  / 77* 

X \ -f* 

y‘  ' '—y  ' "■J 

En  différcnliant  par  rapport  à x la  dernière,  on  obtient  en- 
core 


/l’K’  itKx 

— - sin’ain  

■in‘  71 


çK>  r q ciisotx 

air’  L • — 7’ 


a 5’ COS  4 -r 
i — q~ 


3 (/’costJx 
I — q° 


•t-. 


Mais  c’est  à sinam^,  cosanur,  Aam.r,  iju’il  s'agit  de  jiarvenir, 
et  le  même  procédé  s’appliquerait,  s’il  était  possible  de  les  con- 
sidérer conirne  les  dérivées  logaritliiniqiies  de  fonctions  dé- 
coniposables  en  facteurs  ainsi  que  e(x).  Or  on  a en  effet 


Asin  amx 


</log(Aanix  — /icosamx) 

dx 


//fcosanjx  ; 


</log{iain.T-4-  /Vrsinam.r) 
dx 


itkdimx 


</log(cosain.r  /sinani.r) 
• dx 
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ctlesquanliléssousiesignelogarilhmiqiie  s’exprimcnl  comme 
il  suit: 

2 K , 2 K Æ' 

dam Acosam— ■■ — 

TT  7: 

(i  — 2V^7cosdr  + g)(  I — 2v/(/’cosx-)-ç')(i  — 2v^^‘cosx4-<7')..- 

{i-i-2^cosx4-<?)(H-2V'V’cosx-(-y')(i-l-2v/^cosx-|- 

2 K X ...  2 K X 

dam H iA  sinam  

TT  w 

_(i — — ^sinx— ^/)( I — ?V — </’sinx — ^')(i — 2V^ — ij'sinx — q')..-  ^ 
( 1 4-2V^ — ÿsinx — q){  i — ■?.>/ — i/’sinx — ^')(  i +2y/ — ç'sinx — q'')--’ 

\ 

2 Kx  . . 2 K.r 

co.sam h<sin  am 

n TT 

_ e>"(!  — qfr-^‘‘]{i  — q‘t'^“){\  — q‘e-’“).  .. 

~ ( 1 — qe^’){\  q>e-^‘’)[  i — q'e‘’). . . 

de  sorte  qu’un  calcul  tout  semblable  à celui  qui  a été  fait  pré- 
cédemment conduit  aux  formules  suivantes: 


AK  . 

cm  rilYl 

2Kx 

V '/ sin -r  , v^(/*sin3x  ^ v^^'sinSx 

■ '■  “ ! - 1 

9lU  cllJI 

27T 

rr 

1 — <!  1 — 1 — 

AK 

2 K.r 

v’çcosx  vVy’CosS-r  </ïpc.os5.r 

■ Lv'SuIll 

2 TT 

IT 

i-hq  ' !-+-(/’  ' 1 -4-  7‘  ' ■ • ■ • 

K 

. A n iTi 

2 K.r 

I ^cos2x  f/’cos4x  ÿ’cosGx 

éè  Ü 111 

2 7T 

4 \-hq'  i-hq'" 

Quant  aux  expressions  des  quantités 

Aainx — A cosarnx, 
damx  -I-  //fsiri  amx, 
cos  am  X -f- 1 sin  amx, 


dont  nous  venons  de  nous  servir,  nous  nous  bornerons  à établir 
l’une  d’elles,  la  même  métiiode  s’appli(|uanl  aux  autres,  et  c’est 
la  dernière  que  nous  choisirons,  les  précédentes  se  trouvant 
dans  les  f'M/w/rt»ien/rt,carellessetirentde  l’équation  (5) page 86, 
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en  y changeant  pour  la  première  x en^  — x et  pour  la  se- 
conde ç on  — q. 

A cet  elTet,  soit  pour  un  instant,  comme  p.  38i, 


«TT -g 

f{x)=  I — ; 

l’expression  qu’il  s’agit  de  démontrer  égale  à 
cos  am  X + I sin  am  x, 
prendra  cette  forme  . 

l'wx 

— X -h  iK')  t(x  -4-  3/K')y{  — x-+-5iK')  . . . 

Ÿ ( X -I- 1 K'  ) If  ( — X -t-  3 < K'  ) Ÿ ( X -+-  5 J K'  ) . . . ’ 


d’où  l’on  voit  qu’on  la  ramènera  déjà  à avoir  e (x)  pour  déno- 
minateur en  multipliant  les  deux  termes  par 

Af(  — x-t-/K')if(x-t-3/K')if(  — x-t-5/K'). . 

A désignant  une  constante.  Faisons  donc 


*{x)  — \e'‘^  <f'{  — x-t-  iK')  f’{x-f-3tK')  ip’(  — X-+-5/K'). . 
on  aura  évidemment 

ij>(x-t-  2K)  = — ♦(x), 

et  en  second  lieu 


* (x  -h4iK')  = * (x)g* 


— X — 3 /K') 
,>(x-4-3ik') 


-^(xH-aiKO 


= <t«(x)e 

Or  on  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  par  des  fonctions 
entières  aux  deux  conditions  : 


«t(x-t-  2K)  = — ‘l’(x), 

♦ (x-t-4'K')  =<l'{x)e  , 
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en  prenant 

♦ (j;)  = CH{a:)4-  C,H,  (x) , 


de  sorte  qu’on  peut  poser 


I 7TX 

.ïïT 


y(— jT4-/K’)y(j:+3/K')y(-a:-t-5/K’)... 
(f(x  + ih')f(  — X -i-3iK')if(x  — 5/K').. . 

CH  (x)  + Ô,  II.  (æ:) 


e(«) 


= A cosama:  -f-  /B  sinam  x. 


en  désignant  par  A et  B des  constantes,  qu’on  déterminera  par 
une  hypothèse  particulière.  Soit  par  exemple  x = o et  a:  =•  K, 
on  obtiendra  immédiatement  A = i,  B=  i,  ce  qui  démontre 
notre  formule. 

A cette  occasion  je  remarquerai  que  la  manière  la  plus  gé- 
nérale de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  aux  conditions 


<l>  ( a? -h  4 K ) = <I>  ( X ) 

-?p(x+4iK') 

<J>(a;-|-4'K')  = iI>(a:)c 


qui  comprennent  les  précédentes,  est  de  prendre  avec  quatre 
consuntes  arbitraires 


<l>{a;)  = Ae(ar)  -H  BU  (.r  ) 4-  C«,  (x)  + DH,(x). 

Cette  expression  qu’on  voit  à priori  être  solution,  par  les 
relationj  de  la  page  3g4,  est  effectivement  la  plus  générale, 
car  en  supposant 

miTtx 

*(x)  = 2a«e  , 

ou  plutôt 

m*  mivJt 

(x)  = e , 

la  seconde  de  ces  conditions  conduira  à poser 

ce  qui  ne  laisse  bien  subsister  que  quatre  constantes  arbitraires  - 
dans  l'expression  de  4>(x). 
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11.  — Des  séries  précédentes  ordonnées  suivant  les  puissances 

de  q. 

Ces  développements  se  sont  oHérls  d’eux-mêmes  dans  ce 
qui  précède;  ainsi, avant  d’clTeciuer la  sommation  des  progres- 
sions géométriques,  a-t-on  obtenu  par  exemple  : 

AK.  2 K ar  , 

— sin  am = sin  x \t<j  {'  + q -h  q^-+-  ■ . ■) 

2 TT  TT 

-t-sin  'Sxs(p[  i-h  q^-h  q"  -T- ...] 

-t-  sinSj:  4-  q"-\-.-.) 


= slna:^  v''/”  '"' 

sin3x  2 vV' 
sin  5x  ^ 


OU  bien,  sous  la  forme  d*une  somme  double, 


/i  K . 2 K JT 

— sinam 

27T  n 


Sin  { - 


.)  s, /••’*+ 


Faisons  donc 


i 2 P -f-  I ) ( 2 m 4-  I ) = > 


M représentera  tous  les  nombres  impairs,  et  le  coefficient  d’un 
terme  quelconque  dans  la  série,  sera  la  somme  de  toutes 
les  quantités  sin(2f*-t-i)a',  où  2!x4-i  est  un  diviseur  de  M. 
Et  comme  tout  diviseur  d’un  nombre  impair  est  lui-même 
impair,  on  pourra  écrire  plus  simplement,  en  désignant  par  p 
un  diviseur  de  M , 


AK  . 2Kæ: 
— sm  am 

2n  ir 


= 2 
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D’une  manière  louic  s(;mi)lablo  on  obtiendra 


/i  K 2 K X 

— cosain 

2)V  TT 


M— 1 


COS(XX. 


A ré{;ard  de  Aanix,  si  l'on  désigne  par  N ■—  s.”  AI  un  nontbre 
entier  (ineleoniine,  a'  étaiil  la  puissanre  la  plus  élevée  du 
flirteur  a qu’il  contienne,  de  sorte  que  M soit  impair,  un  aura 

■M  - I ;i-\ 

— = — *)  ^ ^ cos2'"^'(ix, 

2 TC  TT  4 ■“ 

OÙ  (X  représente  comme  précédemment  tout  diviseur  de  nom- 
bre impair  M.  Il  est  impossible  de,  ne  pas  être  frappé  du  carac- 
tère arithmétique  de  ces  expressions: 

^sin  fix, 

ün! 

^{—  r)  ’ cos  (XX, 

/*  — I 

^(— i)  ■*  C0S2'-+- 


elles  offrent  un  exemple  des  Jonctions  numériques  qui  ont  été 
le  sujet  des  belles  recherches  de  M.  Liouville,  et  la  manière  si 
simple  dont  elles  sont  amenées  par  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  peut  aisément  faire  présumer  le  rôle  de  cette 
théorie  dans  l’étude  des  propriétés  des  nombres. 


III.  - l'  érijication  des  équations  différentielles 
fondamentales. 


Désignons  par  m et  m'  tous  les  nombres  impairs  positifs  et 
négatifs,  jiar  la  lettre  n tous  les  nombres  entiers  pairs  et  im- 
pairs; en  posant  : 


w = ^ 


, 

I-  q- 

\jq-'  e^‘<‘ 

q. 

1-4-7=“’ 
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on  aura 


i/fK  . 2Kx  ,, 

sin  am = U , 

n jr 

/cK  aKx  „ 

— cos  am = V , 

r w 

K aKa: 

— Aam = W. 


Cela  posé,  aux  équations 


d sin  amx 


= cos  amar  Aama; , 


d cosama: 


= — sin  ama:  aama:, 


_ — /.îsinamxcosama:, 
dx 


correspondent  celles-ci  : 


=a«VW, 

dx 

îp^  = ajUW, 
dx 


^ = =iUV, 

que  nous  nous  proposons  de  vérifier. 
Considérons  pour  cela  les  produits 


2 (J  €' 


n'4>M 


(i-t-fl"')  (i-t-9”) 


"v  = 2n^ 


('  — <7")(‘  + 9"') 
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et  observons  qu’on  a identiquement 
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V ( 

f t 9“  \ 

1 qn'+V  \ 

{t-hq”'  t-^-q-y 

_ 

( 

' , q”>  \ 

I -1-  \ 

I — q"  i + q‘"J 

«tw 

'/  ’ / 

r q"-  \ 

{1— 

I -+-  \ 

1 — q"  1 -t-  (y”"  / 

En  posant 


w -(-  2 « = M , 
m'  2 « = M', 
m -4-  m'  = 2 N , 


de  sorte  que  M et  M'  soient  des  nombres  impairs,  et  N un 
entier  quelconque,  on  pourra  écrire  : 


V\V 


v/ç‘ 


' — 9'* 

\jq*  ^ 

\ i-H V'" 

f ■ 

I -H  9''  --7 

qM-m  ^ 

1-1-9'*  ' 

l'— 9"’ 

9 « 1 

^ . 

1 + ' 

\ — q” 

I -t-  </='•—/ 

Ces  expressions  étant  comparées  respectivement  à ^5 
dW 

-^-5  on  reconnaît  qu’il  suffit  pour  démontrer  les  relations 
différentielles  d’établir  qu’on  a,  en  supprimant  les  accents  : 


M: 


9"-  \ 

H“7" 

1 

I -+-  9”“"/ 

I — 

, -4. 

I 

q,«-^  \ 

I — 

6«éd.  II. 


3l 
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Le  procédé  à suivre  pour  cela  élanl  le  même  dans  les  trois 
équations,  nous  considérerons  pour  fixer  les  idées  la  première. 
Distinguons  à cet  effet  les  valeurs  positives  des  valeurs  néga- 
tives du  nombre  m;  les  premières  conduisent  à l’expression 

y /_J \ 

n- 

(|u'en  supposant  M positif,  nous  écrirons 

yi—C'* 

Ai  \ I I -t-  </"'  ' ’ 

d’après  les  identités 

_i-=. 

_9ün.  

1-1-7*'“'"  14-7”“’' 

Les  secondes,  en  mettant  — m à la  place  de  m,  à celle-ci  ; 

.y  / I 7*'-«'  \ _ y / 7'"  ' 

A-»  \ I -I-  7-"  I -I-  7*'+”  / I -i-  7 

de  sorte  qu’il  reste  la  quantité  suivante: 

7—“  7“^'" 


i-t-7 


y_2 y _ 

ai  , 4-  7'~«  -i , 

Mais  à partir  de  m = aM  4-  i,  tous  les  lerntes  de  la  première 
somme  sont  donnés  par  la  seconde  en  signes  contraires,  et 
disparaissent.  Ainsi  il  ne  subsiste  plus  qu'une  série  finie 


27 


(f- 


que  nous  décomposerons  comme  il  suit,  en  isolant  le  terme 
moyen,  savoir  : 


2t: 


v -‘C 


Or  en  remplaçant  rs  1’^**’  y , la  prentière  somme 
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— - - -h ^ -4“ ^ZT,  ’ 

H-//*  1-4- 7'* 

et  ces  divers  termes,  respectivement  ajoutés  à ceux  de  la  se- 
conde, savoir  : 

— -I 2 1.  . . 2 , 

I -i-  (/’  !-(-(/'  ' + 


donneront  autant  de  fois  i’unitc  qu’il  y a de  termes,  c’est-a- 
dire  joignant  à cela  la  fraction  ^ qui  correspond 


au  terme  du  milieu,  il  vient  en  délinitive  - 


M 


M 

2 


ce  qui  est  bien  le  résultat  ainjucl  il  fallait  parxenir.  Enfin  si 
l’on  suppose  M négatif,  on  observera  que  l’expression  que 
nous  avons  considérée  change  de  signe  avec  M,  de  sorte  que 


y / . ■ \ _ y ^ \ . 


En  effet,  si  l’on  met  dans  le  premier  membre  m -t-  M au  lieu 
de  m,  on  obtiendra  identiquement  le  terme  général  de  la  série 
du  second  membre. 

Après  avoir  ainsi  montré  par  un  exemple  iin|>ortant  de  quelle 
manière  les  nouveaux  développements  peuvent,  comme  ceux 
qui  ont  servi  de  base  à la  théorie,  conduire  aux  propriétés 
fondamentales  des  fonctiorts  elliptiques,  nous  allons  présenter 
sous  un  point  de  vue  plus  général  la  comparaison  entre  les 
deux  modes  d’expressions,  en  donnant  sous  forme  de  série 
périodique  simple  une  fonction  uniforme  quelconque  à dou- 
ble période. 


IV.  —T  Développement  en  série  de  sinus  et  de  cosinus 
d'une  fonction  doublement  périodique. 

Nommons  F ( z ) la  fonction  proposée,  a ci  b ses  périodes  ; 
voici  en  premier  lieu  comment  nous  définirons  les  limites  de 
la  variable,  entre  lesquelles  sera  successivement  représentée 
cette  fonction,  par  un  développement  en  série  de  sinus  et  de 
cosinus  qui  mettra  en  évidence,  par  exemple,  la  période  a, 

3i. 
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Observons  à cel  effet  que  l’expression 


z — at  -\-bu, 

en  supposant  réels  t et  «,  peut  représenter  toute  quantité 
imaginaire,  et  que  s’il  s’agit  d’obtenir  toutes  les  valeurs  que 
peut  prendre  F (z),  il  suffira,  eu  égard  à la  double  périodicité, 
d’attribuer  à / et  m toutes  les  valeurs  réelles  comprises  entre 
zéro  et  l’unité.  Nous  aijpliiiuerons  cette  remarque  aux  ra- 
cines ï de  l’équation  ° dont  dépendent  les  limitations 

(]ue  nous  avons  en  vue,  et  en  suivant  l’ordre  croissant  depuis 
zéro  à l’unilé  des  valeurs  de  «,  nous  les  désignerons  par 
Ç, , ï„ . . . , Ç,  , de  sorte  que  ç.  corresponde  à « = Cela  posé, 
soit  U,-  une  quantité  comprise  entre  «,•  et  «,+,(*),  les  limites  ex- 
clues, l’expression 

F ( al  -+-  Au,  ) 


ne  pourra  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  /,  et 
donnera  lieu  par  suite  au  développement 


F(«/4-Au,)  = 2)a‘^’^“'''^‘, 


convergent  quelle  <|ue  soit  cette  variable.  Par  conséquent,  si 
les  quantités  ï,  sont  en  nombre  fini  et  égal  à |x,  l’ensemble 
des  fl  séries  suivantes  : 


représentera  F(z) 


' ) ^TJntTTt 

' m ' * 

2 a'’’  , 

pour  z = at-\-bu, 


étant  quelconque  , 


(")  La  quantité  w,  pourra  être  supposée  comprise  noii-sculement  entre  o,  et 
«•ro,  mais  enrorc  entre  icro  et  la  valeur  négative  <le  u la  plus  petite,  aLstrac- 
tion  faite  ilu  signe. 
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U inuindre  que  runité,  mais  toulefuis  en  excluant  les  quan- 
liics 

at  -I-  bu, , 
al  + buj. 


at  -H  bu^ . 

El  si  l’on  reproduit  périodiquement  les  mômes  séries,  en  fai- 
sant croître  u depuis  l’unité  jusqu’à  l’inflni,  et  décroître  de- 
puis zéro  Jusqu’à  l’inPini  négatif,  on  aura  embrassé  toute  l’éten- 
due des  valeurs  imaginaires  de  l'argument  et  obtenu,  sauf  les 
restrictions  indiquées,  une  représentation  complète  de  la 
fonction.  Ceci  bien  compris,  nous  allons  donner  la  détermi- 
nation des  quantités  A«. 

Pour  cela,  nous  emploierons  la  proposition  fondamentale 
du  calcul  des  résidus,  exprimée  par  l'équation 

f ( 2 ) f/z  = 2 /■  ri , 

OÙ  le  premier  membre  représente  l’intégrale  d’une  fonction 
uniforme  f(z),  prise  le  long  d’un  contour  fermé  quelconque, 
et  A la  somme  des  résidus  de  f(i)  pour  toutes  les  valeurs  de 
la  variable,  qui  correspondent  à des  points  renfermés  dans  ce 
contour.  Cette  proposition  de  M.  Cauchy,  appliquée  au  cas  où 
le  contour  est  un  parallélogramme  ayant  pour  afflxes  de  ses 
sommets  les  quantités 

P. 

P + «. 

P + a + b, 
p+b, 

et  pour  équations  de  ses  côtés  ces  relations  où  la  variable 
croit  de  zéro  à l’unité,  savoir  : 

Z 
Z 


= p-hal, 

= P -t-  a bt , 

= P b a [I  — t), 
— p-hb{\  — t), 
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/''  > /»  I 

aj  f(/)-hfit)t//-hùJ  f{p-h(i-hbt)d/ 


= a f 77  A, 

ou  plus  simplement 


[■) 


' f ^{p-\  <‘t)dl-Jr  b f ([p-\-a-^bt]  dt 

*■  A)  J O 

^ — « / H P b-^at)dt  — b f f(/? = 2/tt  A. 
\ tJo  t/O 


ü’pilleurs  et  d'après  la  sigmfication  précédemment  indi- 
quée, A représentera  la  somme  des  résidus  de  f(i)  pour  toutes 

les  racines  ç de  l’équation  — - — : = o,  dont  les  valeurs  peuvent 

' ( “ J 

être  représentées  par  la  formule 

= P ->r  at  bu , 


en  supposant  t et  a compris  entre  zéro  et  l’unité.  Cela  posé, 
l’équatioii 

iui)  = 2 ^ 

donnant 

« O 

nous  appliquerons  la  relation  (i)  en  faisant 

p = bv,, 

Z — h U 

— ami  TT 

f(z)  = F(z)e  ^ . 

Comme  on  a évidemment 

r(2+a)=f(A), 

f{Z-H/»)  = l(3)4~=‘"', 
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en  posant,  ainsi  que  plus  haut , 


le  premier  membre  de  l’équation  sc  réduira  à 

Quant  au  second,  c’est-à-dire  à la  somme  des  résidus  de  la 
fonction 

Z — h J 

— 2mi:r  

F{3)e  “ . 

pour  2=  ç, , ç, ç , nous  supposerons  pour  simplifier  que 

H" 

ces  quantités  soient  des  racines  simples  de  l’équation  = o; 

1‘  (Z) 

alors  en  désignant  par  R,  la  limite  de  i F ( • ) pour  t = o,  on 

trouvera  immédiatement 


— ■ / —1 

“ \R,c  "-f-R.e 


-4-...4-R^e 


On  en  conclut  le  développement  cherché  de  la  fonction  F(i) 
pour  2 = -f-  bu,  sous  cette  forme 


F(2)=constH 


,_q-«  '"••• 


OÙ  nous  ajoutons  une  constante  arbitraire,  en  supprimant  dans 
chaque  somme  le  terme  qui  correspond  à m = o.  Pour  ce  cas 
effectivement  l’équation 

rt  ( I — = 7.  iitH 

ne  peut,  comme  on  le  voit,  déterminer  A|’’,  et  donne  seu- 
lement A=  o,  c’est-h-dire 

Ri  -t-  Ri-I-  • • •-!“  H = o. 
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Mais,  avant  d’aller  plus  loin,  faisons  de  suite  une  application 
de  la  formule  générale  que  nous  venons  d’obtenir  en  suppo- 
sant F( s ) = sin  am  z.  Soit  alors 


on  aura 


« = 4K, 
b = ii  k', 

ç.=  /K', 


R,  = lim  « sinam  (iK'-f-  * ) = 7 » 

h' 

q = e '^^  = 4q. 


et  par  suite 


sinam; 


[ 


m (* — i K'l 


“ 2^K  I > — <7“'" 


Bl^(£— iK'— îK) 

I — 


-t-const 


I 7T  • y ■ 


On  voit  qu’on  peut  ne  conserver  que  les  valeurs  impaires  de 
ni,  de  sorte  qu’en  supposant  nulle  la  constante,  on  trouvera 
immédiatement 


/A- K . 

sinam 


a K Z 

ir 


c’est-à-dire  pour  le  second  membre  la  série  désignée  par  U, 
p.  471. 

Revenons  aux  considérations  générales,  et  surtout  à la 
comparaison  des  deux  développements  qui  correspondent  à 
Z = (it  -h  bv,  et  Z = a/-h  b\>,.  Les  résidus  dans  le  premier  cas 
SC  rapportent  aux  valeurs  Ç,,  îi,...,  or  en  passant  à l’inter-  . 

valle  suivant,  défini  par  la  relation  z = a/-(-6u„  on  sera  con- 
duit à la  série  î,,  Cj,.  -.,  Ç„,  Ç. et  comme  les  résidus  de 
F{z)  iclaiifs  à i;,,.!;!  -t-  b seront  les  mêmes,  les  deux  développe- 
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menls  seront,  avec  l’expression  des  termes  constants, 

F ( Z ) = jf  ' F( «r -i- Au,  ) rf/ + ^ R.  2 


48 1 


a ^ 1 


j/%  1 * . €1 

' F(a/  + Au,)rff-+-^  Ri2“ — jTT 
0 


•J  m — (f  - Ç,  — i) 


■iiB  — («-Ç,) 


Ce  sont  donc  les  termes  constants  que  nous  avons  à compa- 
rer. Nous  nous  servirons  pour  cela  de  l’équation  déjà  em- 
ployée, en  y remplaçant  la  période  b par  une  quantité  arbi- 
traire p,  savoir  : 

a Ç V(p-\-at)dt-\-^  Ç Y(p-\-a-^^t)dt 

c/q 

— a r F (/>-+■  P -H  «0^^^  ~ P Ç F(p -i- p/)rf/  = 2fîr4. 

C/O  «/O 

Si  nous  supposons  p=  Au,  et  /*-+-  p = Au,,  a sc  réduira  au  seul 
résidu  de  F(z)  qui  correspond  às  = ç, , et  l’on  aura  immé- 
diatement, en  divisant  par  a,  la  relation 


/' 

*/0 


F(rt/-i-Au,  )<//- 


■X' 


F(«r-t-Au,)rf/  = ^R, 


Nous  pouvons  donc  ramener  les  deux  développements  à ne 
contenir  absolument  que  les  mêmes  éléments  analytiques,  de 
sorte  que,  le  premier  étant 


IL-r  Vf_ 

a ^ , 


*"•-7  (*-?•) 
e 


r 

2m~(5-Ç,) 


a ^ I . 


q— 3w 

a }*■  ^ I — 
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Le  second,  en  réunissant  les  termes  en  U,,  s’écrira  ainsi: 


Ch- 


■V'  e I ’i  I TT  „ e 

y 1 H — R. y- 1- — 

I — û-="  J a ■“  I — q-»" 


jm— (f  — Ç^) 


— R : 


De  là  se  tire  une  conséquence  importante  et  qui  justifiera  ce 
que  nous  avons  annoncé  plus  haut,  sur  le  rôle  de  la  fonction 
de  seconde  espèce. 

Remarquons,  en  effet,  que  les  diverses  séries  affectées  des 
facteurs  R,,  R,,  etc.,  proviennent  de  ce  seul  développement  : 


! n t 
1 ri 


" I 

en  y remplaçant  z par  s — îi,  a — ç,,  etc.,  et  z — ç,  — 6 dans 
le  second  cas.  Or,  en  mettant  z — ^ au  lieu  de  z,  ce  dévelop- 
pement prend  la  forme 


q-"e 


_q- 


qui  nous  rappelle  immédiatement  une  expression  analytique 
bien  connue.  Soit,  en  effet,  a — :iK,  b — iiK',  d’où  <l  = q, 
on  aura 


a'(3) _ ^ V ^ 


m -- 

’C  in 


&{z) 


K ^ 


— ifV 
~ K ^^1  — 


a”  mnz 

y sm  —T — 


Nous  pourrons,  par  conséquent,  écrire  pour  z = at-i-  hi, 


It 
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et  pour  z — at-^  />«, 
F(s  — /K')=C- 


ro'(3_ç,_,/K')  /ttI 
*'■  L0{3  — î,  — 2jK')  kj 


II, 


»'(z  — gg). 

^ 0 ( - - ïa  )’ 


C’cslen  ce  moment  que  se  manifeste  toute  l’importance  de  la 
propriété  caractéristique  de  la  fonction  de  seconde  espèce  re- 
lativement à la  double  périodicité.  Effectivement  les  relations 


I Z{jr-|-2K)  ==Z(x)-t-'iJ, 

I Z(x -f- '2iK')  = Z(æ:)-|- 2tJ', 


équivalent  à celles-ci  ; 


I e'(jr-4-2K) w'(.r) 

j e(x-)-2k)  0{^)* 

j0'(x — 2ik') b'(^)  iir 

! 0 ( .r  — 9.  / k'  ) 0 ( JT  ) ”*”  K ’ 


d’où  l’on  voit  que  l’on  peut  ramener  à une  Seule  les  deux 
formules  de  développement,  par  l’introduction  de  la  transcen- 

e'(^  — S,- 


dantc,  puisque  la  quantité 


0(î  — C- 


-2/k  ) /TT  .... 

— T77-.  — 17-  se  réduit  a 

■ 9 / k ) k 


e'(t!  — ?,  ) 

De  là  résulte  une  relation  analytique  générale  subsistant 
dans  toute  l'étendue  des  valeurs  de  l’argument,  et  dont  la 
forme  définitive,  en  passant  de  F(a  — /K')à  F(z),  s’obtiendra 
comme  il  suit.  Rappelons  d’abord  que  l’on  a 


e(x- 


— TT- 

iK'}  = iH(x)e 


d’m'i,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  mem- 
bres, 

0'(ar-f- iK')  _ H'(x)  l'n 

»(x  -h  iH')  H(^)  ak 
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Il  s’ensuit  qu’en  mellanl  z-f-iK'  à la  place  de  z,  on  ob- 
tiendra 


F(z)  = C-t-R. 


ll(z  — ç,) 


H ( Z — Çj  ) 


iV 

2K 


(Ri-t-  Hi-(-  • ■ .-I- 


K„ 


et  plus  simplement,  puisque  la  somme  des  résidus  est  nulle. 

Dans  le  cas  enfin  où  Ç,  au  lieu  d’être  une  racine  simple  de  l’é- 
quation y = O,  serait  racine  multiple  d’ordre  n,  ce  qui  don- 
nerait lieu  à la  relation 

«"F(ç-ht)=  -+-■ . .-I-  Q«— 

le  seul  terme  R ^ devrait  être  remplacé  dans  la  for- 

II  (Z  — ï ) 

mule  par  l’ensemble 

, Riii£=i)_Qi^r!niziyi  + 

* ll(z  — Ç)  1 ll{z  — ç),j 
-1-  ir-  rniEziin  . (-o’-'  a rinini)]. 

I.2..  n— 2 dz  lI1(z — Ç)J~^  — I dz  Lll(z  — ç)J 


V.  — Proposition  de  M.  Lionville. 


Nous  fonderons  la  démonstration  sur  la  formule  précédente, 
en  y supposant 


F(s)  = 


'^(^)  étant  une  fonction  doublement  périodique  uniforme  dont 
les  périodes  seront,  comme  plus  haut,  2 K et  2iK'.  Mors  les 
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racines  ( comprendront  les  solutions  des  équations 


Nous  désignerons  les  premières  par  ç et  les  secondes  par  ç', 
en  admettant  toujours  qu’elles  soient  représentées  par  la  for- 
mule 


< et  « restant  compris  entre  zéro  et  l’unité.  A l’égard  des  ré- 


sidus de 


<^{z) 


on  sait  qu'ils  sont  égaux  à 1 ou  à — i sui- 


vant qu’ils  se  rapportent  aux  quantités  ^ ou  Ç',  et  comme  leur 
somme  est  nulle,  on  est  amené  à la  conséquence  remarquable 
que  ces  quantités  Ç et  ç'  sont  précisément  en  même  nombre. 
Cela  posé,  et  en  désignant  ce  nombre  par  n,  on  aura 


— u'{z-ü„] 

11(3  — î.)  U(z  — — ï„) 
ir(3— ç',)  h'(5— î^,) 

11(3-^,)  11(3-?',)  H(3-?'„/ 

d’ou  l'on  tire,  en  désignant  par  A une  constante  arbitraire, 


■t>  ( 3 ) = A ‘ 


Il(i  — Ï,)ll(3  — ?,)...  11(3  -?„) 
11(3  -iT.)  11(3 -£'J  .11(3 


expression  qui  doit  avoir  les  quantités  a K et  ai  K'  pour  pé- 
riodes. 

Or  en  faisant  usage  des  relations 


H(jr-i-aK)  = — H(j^), 

II  ( j:  -t-  2 1 K'  ) = — II  ( ) e ^ , 


et  représentant  la  somme  des  racines  ? par  ïç,  la  somme  des 
racines  Ç'  par  2Ç',  on  trouvera 

<t>(3-t-aK)  = <l>(3) 

•li(3-+-2iK')='i>(3)e  , 
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de  sorte  qu’il  faut  poser 


et  ces  conditions  donnent,  en  désignant  par  a et  p des  nombres 
entiers  arbitraires, 


et  en  second  lieu 


2Ç  — ÏC'  = 2aK-t-2p/K'. 

On  observera  combien  est  digne  de  remarque  cette  relation 
dont  la  découverte  appartient  à M.  Liouville,  entre  les  racines 
des  équations 

1 ( Z ) = O , „ 


[ >!■(=) 


= O ; 


quant  aux  nombres  entiers  a et  p qui  y Figurent,  j’ajouterai 
seulement  qu’ils  se  rattachent  iminédiaiement  à la  fonc- 
tion 4'  (z)  elle-même  par  l’équation 

(/7-1-2/K'/)  îKK'  ^ 

Voici  maimenant  les  conséquences  qui  en  résultent-  Ayant 
11  ( 2 -j—  i Ç ) = il  ( 2 -f-  ï ^ “4—  ^ a K 2 P / ] , 

on  en  lire 

— — ( /3 <3* ( K' ) 


ce  qu  on  peut  écrire  ainsi; 


( — I çé’ 


H(; 


H(z  + ïS') 

Remplaçant  donc  le  facteur  exponentiel  e —e 


c* 


qui 
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lifîure  dans  l’expression  de* (2),  par  ce  rapport  de  loiiciions  11, 
et  posant 

(_,)«-  .5  \ „ a , 

il  viendra 

' ' ir(j  — ï',)ii(3-c,)...n(-  + îi;') 

Or  on  reconnaît  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  *(2) 
les  expressions  que  nous  avons  déjà  employées  en  déniontraiu 
le  théorème  d’Abel  sur  l’addition  des  arguments.  Sile  nombren 
est  impair  par  exemple,  l’expression 

11(2-;, )ll(2— Il(2-t-;i;) 

(■>«+1  (z)  ’ 


est  celle  qui  a été  considérée  page  43o,  et  qui  s’exprime  ainsi 
? { 2 ) = F ( X'  ) -H  Æ-  F,  ( .1-’  ), 

F{x)  et  F,  (x)  désignant  des  polynômes  de  degré  — et  ” 

et  X pouvant  être  pris  égal  à sin  am  2,  cos  am  a,  ou  ûam  2.  Dans 
le  cas  de  n pair,  elle  coïncide  avec  la  fonction  désignée  page  43 1 , 
parç, (x),  et  l’on  a alors,  en  désignant  par  F(x)et  f(x)  deux 

polynômes  entiers  cnx  respectivement  des  degrés  ^ et 

11(2  — Ç,)ll(2— Ç,)— 

, (ysinama,,  . . 

= sinam2F(sin’am2)H f(sin’am2). 

Cl  Z 


On  voit  donc  que *(2)  est  donné  par  le  quotient  de  deux  ex- 
pressions de  cette  nature,  et  c’est  précisément  dans  la  réduc- 
tion de  la  fonction  doublement  périodique  à sin  arna  cl  à sa  dé- 
rivée que  consiste  la  proposition  que  nous  avons  en  vue  d’é- 
tablir. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  reposant 
en  entier  sur  l’expression  générale  d’une  fonction  doublement 
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périodique  F (x),  que  nous  avons  précédemmenl  obtenue, 
savoir  : 


Fix)=C  + R, 


lF(x-i;.) 

H (x — ç,) 


H'/  r \ H’(X — Ç ) 


'H  (x-ç,) 


f-ll  (X- 


■ï,) 


nous  indiquerons  encore  un  moyen  d’y  parvenir  immédiaU'- 
ment,  en  partant  de  l’équation 


a Ç i(p->r(ft)dt-\- h I f ( P -h  u-h  bt)dl 
%Jo  *.*0 

— a Ç i[p b at)dt  — b Ç { { p bt)  dl  — 

v\»  t,'ü 

Soit  comme  plus  liaut  a = iK,  b=  2 /K',  et  prenons 

f(„)— F(2)  JJ 

Par  la  définition  seule  de  la  fonction  H (s),  on  a 

H'(z-t-2K)  _ \\'(z) 

11  (i  2K  ) 11  (i)  ’ 

H'fj-2iK')  _ _ H'  (i ) 


11(3  — 2/K') 


11(3) 


et  il  en  résulte 


f(3+2K)=f(3), 


lis 


f(3-|-2/K')=f(5)-4--j^F(3). 
de  sorte  que  l’équation  précédente  se  réduit  à 


+ 2KO  dt  — 


— A. 


Or  les  divers  résidus  qui  entrent  dans  A,  se  rapportent  d’une 
part  à 3 = 5, , ç, . . . . , et  de  l’autre  à z = x ; les  premiers, 

s’ils  correspondent,  comme  nous  l’avons  supposé,  à des  racines 
simples,  donnent  pour  somme 


R. 


H'(x_-!;,) 

iM-r-i;,) 


-l-R, 


H'(x-i;,)  , H'(x-i;^) 

IMx-ç,) 
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('t  le  résidu  relatif  à z = x,  moine  simple  de  H (*■  — a)z=o, 
sera  évidemment  —b'{x).  L’expression  de  a qui  suit  de  là 
donne  immédiatement  la  relation 


F(x)=  j F(/>4- aKO<// -*-K, 

vo 


U'  (j;  — Cl) 


+ Rj 


H(x-î,) 


R.. 


J’ajouterai  encore  une  remarque  sur  cette  formule  que 
j'écrirai,  pour  abréger,  comme  il  suit  : 


f(x)  = c-(-2R 


II'  (x-lj) 
H(x— î)' 


En  employant  le  théorème  relatif  à l’addition  des  arguments 
dans  la  fonction  de  seconde  espèce  (*),  on  trouvera  aisément 
la  relation 


H'(ar  — Ç)  H'(x)  H'(Ç) 

Ü(x-ç)  - 1T(7)  ~ H(î)  “"'«‘“"«amxAamx 
sinama; 

sinamÇsinam(x  — ç)’ 


d’où  résulte  en  substituant  dans  l’expression  de  F (x),  et  ayant 
égard  à la  condition 

. ï R = O, 

cette  nouvelle  formule 


F(ar)  = c—  y R 

^ H(Ç) 


U sin  am  jr 


' sin  am  ç sin  ain  ( x — Ç ) ’ 


0» 

( ) Ceslla  quantité  <t>ii  entre  dans  7,(x).  maison  peut  lui  siibsti- 

Tj  ® 1 ®><le  de  la  relation  sin  amx a=  — —O,  qui  donne,  en  prenant 
' ' V*  ” 


les  dérirées  logarithmiques  des  deux  membres. 


II''X)  0'(x) 

6*  éd.  11. 
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F f.r  ) = ronsl  -+-  V — 

^ Slll  il 


H sin  amx 


siii  ani  Ç sin  am  (x  — Ç) 


(l’est  donc  encore  la  réduction  de  la  fonction  à double  période 
à sinamx  et  à sa  dérivée;  mais  la  méthode  plus  rapide  qui 
nous  y conduit  ne  donne  pas,  comme  la  précédente,  la  relation 
importante,  et  que  nous  avons  dû  tenir  à ne  pas  omettre, 
savoir: 

Il  — IÇ'=:  2 (aK  + p/K'). 


Ceitt‘  nouvelle  formule  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de 
la  seule  condition 

ïl{  = o, 

comme  nous  allons  encore  le  faire  voir. 

Considérez  en  effet  la  fonction  ’ 


V{z) 


sin  am^  siii  am  — s ) 


dont  les  périodes  seront  2 K et  si  K'.  La  somme  de  ses  résidus 
comprendra  d’une  part  ceux  qui  se  rapportent  aux  racines  i, 
de  l’équation 


c’est-à-dire 


1 


K 

sin  am  ç sin  am  ( x — ï) 


et  puis  les  résidus  relatifs  aux  deux  équations 
sin  ams  = 0, 
sin  am  (x  — z)  = u. 

Or  dans  l’intervalle  des  jiériodes  2K  et  2/K',  on  n’aura  d’autres 
racines  que  z = o,  z — x,  auxquelles  correspondront  les  ré- 
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F(o)  F(^) 

sidus  ) ; : on  a par  consenuenl 

sinam.r  sinamx  ' 


K 


+ — 


F(o) 


F(x) 


I sin  amÇsin  am  (;r  — ç)  sinainx  sinama: 


d’où 


(.r)  = F(o)+2;-- 


R sin  anix 


siri  amÇ  sin  ainiar  — ï) 


D’une  manière  toute  semblable  on  trouvera  relativement  à 
à une  fonetion  ^ ( x),  satisfaisant  aux  eonditions 

2k)  = — •'»  (æ:), 

(.r -4- 7.  ( K' ) = -f  (a-), 


l’expression  très-simple 


R 


sin  am  (x  — ç) 


où  figurent  seulement  les  racines  Ç qui  sont  renfermées  dans 
l’intervalle  ?.K  et  at K',  et  exprimées  par  la  formule 


î;  = /7  + a K f -t-  a /K'  « , 

I et  M éUmI  moindres  que  l’unité. 

-Nous  nous  arrêterons  à ce  point  dans  celle  Note,  pensant  ainsi 
avoir  à peu  près  complètement  esquissé  l’ensemble  des  no- 
tions élémentaires  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  qui 
précède  l’élude  de  la  transformation. 


FIX  DU  SF.COSD  VOI.USIK. 
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